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AVANT-PROPOS. 



Le Traité de Géométrie descriptive dont je présente au public la pre- 
mière Partie est préparé depuis plusieurs années; niais, afin de le maintenir 
d'une manière pins sûre dans l'esprit des applications, j'avais résolu de n'y 
mettre la dernière main qu'après avoir composé des ouvrages spéciaux sur 
les principaux arts graphiques. J'ai commencé par la Perspective, parce 
qu'elle a un trait particulier; j'allais m' occuper de la Stéréotomie, quand 
quelques demandes qui m'ont été faites, et plus encore la crainte de beau- 
coup retarder la publication de ce Traité de Géométrie descriptive, m ont 
décidé à revenir sur ma première détermination. Pendant le travail (pie j'ai 
fait pour revoir et compléter mon ouvrage, j'ai tenu toujours les yeux fixés 
sur les applieations, cherchant ainsi à rester lidèle, au moins dans son esprit, 
au programme que je m'étais tracé. 

Cette première Partie renferme quatre Livres. Le premier est relatif aux 
Lignes droites et aux Plans, le second aux Cylindres, aux Cônes et aux Sur- 
faces de Révolution, le troisième à la Méthode des Projections cotées, et le 
quatrième aux Perspectives axonométrique et eavalière. Ils forment un 
Traité élémentaire qui suffit à la solution d'un grand nombre de problèmes. 
La seconde Partie contiendra les Tracés relatifs à la Détermination des 
Ombres sur les figures géométrales et axonométriques, les principales pro- 
positions de la Théorie de la Courbure des Surfaces avec ses applications 
aux arts graphiques, et les constructions qui concernent les Surfaces réglées, 
hélicoïdales et topographiques. 

\a Géométrie descriptive telle qu'elle a été constituée par Monge est un 
résumé des principaux tracés des arts graphiques, et une méthode de Géo- 
métrie basée sur la transformation des figures par la projection. Le plus 
souvent l'illustre géomètre s'appuie sur des théorèmes pour établir des con- 
structions, mais quelquefois il développe des constructioas pour démontrer 
des théorèmes. 

Je considère la Géométrie descriptive seulement sous le premier point de 
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vue, c'est-à-dire comme la science abstraite du Trait. Quand je présente des 
considérations de Géométrie générale, c'est pour arriver à des tracés pra- 
tiques, ou pour lever les difficultés que les constructions peuvent présen- 
ter dans quelques circonstances. 

M. Olivier a proposé pour résoudre les problèmes de la Géométrie des- 
criptive une méthode qui a reçu l'assentiment de plusieurs professeurs dis- 
tingués, et qui est suivie dans quelques établissements. J'ai conservé dans 
mon enseignement les procédés ordinaires. Comme la question est impor- 
tante, je crois devoir l'examiner, et faire connaître les motifs qui m'ont 
décide. 

La méthode de M. Olivier consiste à abandonner, dans chaque problème, 
les plans de projection qui, d'après la nature des données, ont été choisis 
pour la représentation du système géométrique que l'on considère, et à en 
prendre d'autres sur lesquels les grandeurs des inconnues sa manifestent 
immédiatement. Ce changement de plans coordonnés est obtenu, soit par 
des rabattements successifs de plans de projection auxiliaires devant le sys- 
tème fixe, soit par des rotations du système devant les premiers plans. 

La méthode présente ainsi une marche certaine et régulière, quand on 
étudie un ensemble géométrique déjà représenté sur des plans de projection, 
mais non pas lorsque le problème consiste à composer un système de sur- 
faces et de lignes qui satisfasse à des conditions données. Il convient encore 
d'observer que certaines inconnues, telles que la transformée par dévelop- 
pement d'une courbe tracée sur un cylindre, ne peuvent être trouvées par 
un changement de plans. 

Dans les procédés ordinaires de la Stéréotomie, on conserve invariable- 
ment la projection horizontale des objets, mais on en fait quelquefois plu- 
sieurs élévations, et même des projections obliques. La méthode proposée 
par M. Olivier ne conduit donc à des tracés nouveaux que lorsqu'elle exige 
le changement des deux plans de projection, et dans ce cas elle convient peu 
aux applications, notamment à la Stéréotomie : « Lorsqu'on considère un 
système abstrait de lignes et de surfaces, on peut sans inconvénient le sup- 
poser transporté d'une manière quelconque ; mais quand il s'agit d'un ouvrage 
d'architecture, tel qu'une voûte ou un escalier, il convient de le considérer 
dans sa position naturelle et de l'étudier sur son plan et ses élévations. Si 
on le fait tourner dans l'espace, si on le projette sur des plans dont aucun 
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ne soit horizontal, l'esprit a quelque peine à se le figurer, et les tracés, quoi- 
que aussi simples sous le rapport géométrique, deviennent moins faciles à 
saisir (i). » 

Je suis convaincu que quiconque aura essayé de résoudre des problèmes 
de Stéréotomie en changeant les plans de projection, reconnaîtra la jus- 
tesse de ces considérations. Du reste, c'est aux défenseurs de la méthode 
de montrer qu'elle se prête facilement aux applications; ils doivent pré- 
parer pour les différents arts graphiques des Traités qui puissent remplacer 
ceux qui sont généralement adoptés. Jusqu'à ce que ce travail soit fait, je 
erois que tout professeur sérieusement préoccupé de la pratique restera atta- 
ché aux anciens procédés. 

J'ai parlé de la méthode du changement des plans de projection comme si 
elle était nouvelle, mais en réalité elle date du xvn' - siècle. Je n'accuse pas 
M. Olivier de plagiat; je suis parfaitement convaincu qu'il ignorait cette 
circonstance, et je reconnais qu'il a donné à la méthode des développements 
considérables; mais Abraham Bosse a publié, en i643, un ouvrage où, 
d'après Desargues, il donne des tracés pour l'appareil des voûtes simples 
en changeant les plans de projection (a). 

Ce livre, qui d'ailleurs est assez obscur, n'a pas été bien accueilli par les 
praticiens qui ont repoussé la manière de Desargues. Plus tard, Frézier a 
exposé la méthode avec clarté dans son Traité de Stéréotomie, mais elle n'a 
pas été mieux accueillie (3). Enfin Monge n'en a donné aucun exemple dans 
la collection des épures de l'École Polytechnique (\). Le changement systé- 

( i ) Ce passage est extrait textuel kment de mon Discours sur l'Art du Trait. Remplaçant M. Olivier 
au Conservatoire des Arts et Métiers, je devais dire pour quels motifs je n'adoptais pas sa méthode. 
(3) Pratique du Trait à preuves de M. Desargues. 

(3) La phrase suivante de Fréxier fsit connaître comment cet auteur apprécie la méthode de 
Uesargucs : 

• C'est proprement dans ces sortes de Traits et les suivants, que la méthode de Desargues est intrin- 
sèquement différente de l'ordinaire des auteurs de la coupe des pierres ; mais, bien loin de la trouver 
ridicule comme eux, je lui donnerais la préférence sur toute autre, si elle présentait un peu plu* 
distinctement à l'idée les avances et les reculements des surfaces des panneaux, dont les figures sont 
un peu difficiles à trouver et à reconnaître dans leur place; c'est la seule raison qui m'a empêché 
de la suivre. • 

(4) Monge avait évidemment beaucoup étudie l'ancien Trait. Il serait absurde de supposer qu'il ne 
connut pas une méthode exposée avec soin dans un ouvrage didactique très-répandu dans la seconde 
moitié du dix-huitième siècle. 
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matique des plans coordonnés pour la solution des problèmes était donc 
jugé et condamné quand il a été proposé par M. Olivier. Si cependant cette 
méthode a été bien accueillie par quelques professeurs, qui probablement ne 
connaissent pas l'ancien Trait, c'est qu'elle s'est adressée ;i des géomètres, et 
non à des praticiens, qu elle s'est occupée de problèmes abstraits, et non d'ap- 
plications. 

Quand on étudie les tracés ordinaires de la Stéréotomie, on reconnaît 
qu'ils reviennent quelquefois à un changement des plans coordonnés, mais 
par des opérations partielles, et de manière qu'il soit toujours facile de suivre 
les grandeurs dans l'espace, en sorte que, suivant l'ordre logique du déve- 
loppement de l'art, les procédés usuels doivent être regardés, dans plusieurs 
circonstances, comme un perfectionnement de la méthode trop mécanisée de 
Desargues. 

Je consacre un paragraphe au changement des Plans de projection, parce 
<pie ce procédé peut être utile, et parce que sa Connaissance est exigée par 
les Programmes officiels. 

Il y a plus de soixante ans que Monge a constitué la Géométrie descrip- 
tive ; il est naturel de se demander si depuis cette époque la connaissance des 
arts graphiques s'est beaucoup répandue. On le croit généralement, d'abord 
parce qu'on suppose que cela doit être, et ensuite parce qu'il existe un grand 
nombre de dessinateurs fort habiles à représenter par des figures géonié- 
t raies les machines et les édifices les plus compliqués. Mais la question que 
j'ai posée ne concerne que le Trait, c esta-dire les tracés qui, tels que ceux 
de la Perspective et de la Stéréotomie, ont besoin d'être justifiés par quel- 
ques raisonnements géométriques. 

11 serait difficile d'avoir une réponse certaine : je nie contenterai d'énoncer 
mon opinion, non pas sans doute avec la pensée de trancher la question, 
niais pour appeler l'attention sur un point important. Je crois qu'il y a une 
certaine décadence relative; ainsi, en examinant un grand nombre d'édifices 
dans les différentes parties de la France, je suis arrivé à conclure que le 
nombre des bons appareilleurs est maintenant moins grand, eu égard à la 
grande quantité de travaux de maçonnerie que l'on exécute, que dans les 
xvn* et xviii* siècles. 

Des observations analogues peuvent être faites sur plusieurs autres arts 
graphiques. L'œuvre de Monge devait amener des résultats très-différents, 



Digitized by Google 



AVANT-PROPOS. IX 

et étendre beaucoup la connaissance du Trait, mais ses conséquences n'ont 
pas été ce que l'on devait espérer. Cela tient à plusieurs causes : quelques- 
uns des savants qui ont écrit sur la Géométrie descriptive se sont moins 
occupés des questions utiles dans les applications que de celles qui se ratta- 
chent à des théories intéressantes ; ensuite les arts graphiques sont tombés 
dans un grand discrédit. La Stéréotomie, la Perspective, la Gnomonique 
étaient considérées autrefois comme des arts sérieux et qui doivent être étu- 
diés avec soin. Depuis que Monge a montré que leurs tracés peuvent être 
ramenés à un petit nombre d'opérations élémentaires (et tous les arts peu- 
vent être soumis à une semblable analyse), on en a conclu que leurs diffi- 
cultés étaient nulles, et que quelques études de Géométrie descriptive suffi- 
saient pour familiariser avec leurs méthodes (i). 

Rien ne montre mieux a quel point le Trait est peu connu maintenant, 
(pie la manière dont l'ouvrage de M. Olivier a été accueilli. Je crois que s'il 
avait paru dans le siècle dernier, on aurait signalé immédiatement la réappa- 
rition de la manière de Desargues, et que l'on aurait rappelé son peu de 
succès et son abandon définitif. 

Je présente ces considérations, bien moins comme une critique générale, 
que pour montrer dans quel esprit j'ai écrit cet ouvrage. Je dois ajouter que 
la nécessité de me conformer aux Programmes adoptés et aux habitudes de 
l'enseignement m'a quelquefois un peu éloigné de la marche que j'aurais 
désiré suivre. Cette observation concerne à peu près exclusivement les deux 
premiers Livres. 

Après le Traité de Monge, les ouvrages que j'ai le plus consultés sont ceux 
de mes prédécesseurs à l'Ecole Polytechnique, MM. Hachette et Leroy, et 
ceux deMM. Vallée, Babinet et Lefébure de Fourcy. Je dois aussi mentionner 
le Mémoire de M. Noizet sur les Projections cotées (Mémorial du Génie, 
Vp vol., i8a3), et celui de M. William Farish sur la Perspective isométri- 
que ( Transactions de la Société Phibsophùjue de Cambridge, I er vol . , 1 8 ao) . 



(i) Après avoir expose sur la Perspective quelcpjcs considérations des plut élémentaires, Brisson 
ajoute : . Ces diverses observations suffisent, pour mettre les personnes qui sont au courant des 
méthodes de la Géométrie descriptive, en état d'abréger dans un grand nombre de cas et de sim- 
plifier beaucoup les opérations qu'exige la pratique de la perspective linéaire. » 

Je choisis ce passage entre bien d'antres, parce qu'il est dans les Leçons annexées à la Géométrie 
detrriptive de Monge. 

b 
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J'ai présenté avec quelque soin la résolution de l'angle trièdre, parce que 
cette question a de l'importance en Stéréotomie. 

M. Maydieu, ancien élève de l'Ecole Polytechnique, m'a signalé l'utilité 
de déterminer les points d'inflexion des transformées par développement des 
sections planes des cônes. On y parvient facilement à l'aide du théorème 
donné par M. Catalan pour les courbures des transformées des lignes tracées 
sur les surfaces développables {Comptes rendus de l'Académie des Scien- 
ces, i843). J'ai établi cette proposition par des considérations très-simples, 
mais seulement pour le cas que j'avais à considérer, celui où le rayon de 
courbure devient infini. 

La perspective axonométrique a été, dans ces dernières années, l'objet de 
plusieurs publications en Italie, et surtout en Allemagne (1). Je n'ai emprunté 
aux auteurs étrangers que quelques expressions, et j'ai conservé, pour l'ex- 
position, la méthode que j'emploie dans mon enseignement depuis dix ans. 

Il suffit de connaître la Géométrie élémentaire pour pouvoir comprendre 
ce Traité. Je m'appuie, il est vrai, sur quelques théorèmes relatifs aux courbes 
et aux surfaces du second degré, mais ils sont en petit nombre, et je les ai 
indiqués de manière qu'ils puissent être acceptés, comme postulata, par les 
lecteurs qui ne les connaissent pas. 

Les théories de M. Poncelet sur les sécantes idéales et les figures homolo- 
giques, et celles de M. Chastes sur les fonctions anharmoniques éclairent plu- 
sieurs questions de Géométrie descriptive, et peuvent fournir des solutions 
graphiques ; mais je n'aurais pu m'appuyer sur elles sans en avoir exposé 
d'abord les principales parties, ce qui m'eût entraîné assez loin. J'ai seule- 
ment indiqué dans des notes quelques passages du Traité des Propriétés 
projectives de M. Poncelet, qui se rattachent directement au sujet. 



(1) Je citerai principalement : 

Lchrbueh lier Axonomrtiie, par MM. Meyer. Leips'tg, i85a, i853 et i855. 

Theoretiiih-prattischcr Lehrgang Hrr Axnnnmetrie, par M. Robert Schmidt. Lcipsig , 1859. 

Ce dernier ouvrage contient une liste de huit autre» publication» faites en Allemagne sur le même 
sujet, »oit par des ouvrages spéciaux, soit dans diverses Revues consacrées aux sciences ou au génie 
civil. On voit la grande importance que nos voisins attachent a la perspective axonométrique. 
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Solutions graphiques. 

i. En mathématiques les problèmes d'application peuvent être résolus par des 
constructions graphiques ou par des calculs numériques. 11 est généralement facile 
de reconnaître, d'après la nature de la question, quel est celui des deux modes de 
solution qui doit être préféré -/ce n'est que dans des cas assez rares que l'on peut 
employer indifféremment l'un ou l'autre.\ 

Dans les problèmes de géométrie plane, les lignes et les points pouvant être tous 
placés sur une feuille de dessin, des constructions graphiques sont aisément appli- 
cables, et les difficultés que l'on rencontre sont spéciales aux questions que l'on 
examine. Mais quand on considère des corps, ou bien des lignes qui ne sont pas 
toutes dans un même plan, il faudrait faire des tracés dans l'espace. Cela n'est pas 
absolument impossible, et on trouve dans quelques arts des exemples de celte ma- 
nière d'opérer; mais ce sont des exceptions, et on peut dire qu'en général, pour 
qu'une question puisse être résolue graphiquement, il est nécessaire qu on puisse 
la ramener à un problème de géométrie plane. Il faut donc une méthode qui per- 
mette de représenter sur un plan, sans indétermination, des ligures situées, dans 
l'espace, et de résoudre par des tracés sur le plan les problèmes que l'on peut se 
proposer sur ces figures. 

Aperçu de la méthode. 

'i. Si l'on veut représenter une maison, on en dessinera la façade (fig. i). Les 
I. i 
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lignes des croisées sont sur un même plan vertical et peuvent être tracées sans dif- 
ficulté. Quant aux points qui ne sont pas sur ce plan, on les y ramène par des per- 
pendiculaires : les extrémités du faite sont ainsi représentées aux pieds a' et b' des 
perpendiculaires abaissées de ces points sur le plan de la façade. 

La figure i donne une idée de lu maison, elle en fait counaitre les dimensions en 
longueur et en hauteur, mais elle n'indique ni la saillie du perron, ni la profon- 
deur de l'édifice. 

5. On peut, d'après les mêmes principes, représenter la maison sur le sol consi- 
déré comme un plan horizontal. On obtient ainsi la figure a, où les divers points 
élevés au-dessus de terre sont indiqués par leurs projections, c'est-à-dire par les 
pieds des perpendiculaires abaissées des points sur le sol. 

La figure 2 donne les dimensions en longueur et en largeur, mais elle ne fait pas 
connaître les hauteurs des différents points. Elle ne définit pas la maison plus 
complètement que la figure 1, mais elle fournit les dimensions perpendiculaires au 
plan de la façade que l'on ne trouvait pas sur celle-ci. Elle lève donc toutes les 
incertitudes qui restaient sur la forme extérieure de l'édifice. 

•i. La figure 1 est appelée élévation et la figure a plan. Le plan et l'élévation 
sont deux figures distinctes et qui naturellement devraient être sur des feuilles 
différentes, l'une horizontale et l'autre verticale; mais on les place généralement 
sur une même feuille en regard l'une de l'autre et de manière que leurs diverses 
parties se correspondent. On peut supposer que la feuille est horizontale et que 
l'on a rabattu sur elle l'élévation qui était établie sur une autre feuille placée 
verticalement sur la ligne XY, en la faisant tourner autour de cette droite. 

L'élévation ainsi placée couvre les allées du jardin et les autres parties du plan 
situées au delà de la ligne XY ; on les trace en trait plus léger ou en lignes ponc- 
tuées. On représente également par des lignes légères ou ponctuées les fonda- 
tions et toutes les parties de l'élévation qui sont recouvertes par le sol et le plan 
de la maison. 

On dispose généralement les dessins de manière que les parties importantes du 
plan et de l'élévation ne soient pas recouvertes. 
Nous parlerons plus loin des figures 3 et 4. 

Représentation des points, des droites et des plans sur deux plans coordonnés. 

«">. Nous allons maintenant présenter les projections d'une manière abstraite. 

La perpendiculaire Aa abaissée d'un point A \fig. 5) sur un plan fixe P est la 
projetante de ce point; son pied a est la projection du point. Tous les points de la 
projetante ont la même projection a sur le plan P. 

Le point A peut être projeté sur un autre plan Q par une droite A a, perpendi- 
culaire à ce plan. Le plan des deux projetantes A a et Aa, est perpendiculaire aux 
deux plans de projection, et par suite à leur intersection XY, que l'on appelle 
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ligne de terre. Cette droite est donc perpendiculaire aux lignes a 0 a, a 0 a, suivant 
lesquelles le plan dont nous parlons coupe les plans de projection. Ainsi les perpen- 
diculaires abaissées des deux projections d'un point sur la ligne de terre se rencon- 
trent en un même point de cette droite. 

Si l'on connait les deux projections a et a,, les projetantes seront déterminées, 
et leur intersection A le sera également. Il n'y aurait d'exception que si les deux 
plan» P et Q étaient parallèles, parce qu'alors les projetantes formeraient une même 
droite. 

Deux points a et a, pris sur les plans P et Q seront les projections d'un même 
point de l'espace, toutes les fois que les perpendiculaires aa 0 et a,a e , abaissées de 
ces points sur la ligne de terre, la rencontreront en un même point a 0 , parce que 
les projetantes étant dans le plan déterminé par les lignes aa 0 et a, a 0 se rencontre- 
ront nécessairement. 

On appelle plans coordonnés les deux plans P et Q que l'on choisit pour y rap- 
porter par des projections les différents points de l'espace. On les prend générale- 
ment rectangulaires, l'un horizontal et l'autre vertical. 

Les plans coordonnés étant à angle droit, tout point de chacun d'eux se pro- 
jette sur l'autre en un point de la ligne de terre. 

6. L'ensemble des projections des points d'une ligne sur un plan forme la pro- 
jection de la ligne sur ce plan. Pour une droite AB [Jig. 6), les projetantes des dif- 
férents points sont dans un plan \abH qui est perpendiculaire au plan de projec- 
tion considéré P. La projection ab de AB est l'intersection de ces deux plans, et par 
conséquent la projection d'une ligne droite est une ligne droite. 

Le plan AabB est appelé plan projetant. 

A chaque projection ab ou a, b, correspond un plan projetant. Une droite, dont 
on connait les projections sur deux plans coordonnés, est ainsi déterminée par l'in- 
tersection de deux plans projetants. 

Deux droites indéfinies, prises arbitrairement sur les plans coordonnés, peu- 
vent être considérées comme les projections d'une même droite; il faut excepter 
le cas où elles rencontrent la ligne de terre à angle droit et en des points diffé- 
rents, parce que les plans projetants qu'elles déterminent sont alors parallèles 
comme perpendiculaires^ la ligne de terre. 

7. Nous désignerons un point ou une droite de l'espace par ses deux projections, 
en indiquant la projection horizontale la première. Nous dirons ainsi le point 
{a, a,) et la droite (ab, a,b,) (Jig. 6). 

Un point situé sur le plan horizontal, tel que le point 6 {fig. 5), se confond avec 
sa projection horizontale; sa projection verticale se trouve sur la ligne de terre en b 0 : 
c'est donc le point (b,b 0 ). Nous emploierons cette notation quand nous vou- 
drons rappeler que la projection verticale du point est sur la ligne de terre; mais, 
en général, nous dirons simplement le point b. 
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4 LIVRE 1". — DES LIGNES UUOITES ET DES PLAHS. 

La même observation s'étend aux points qui sont sur le plan vertical, et aux 
droites situées sur l'un ou l'autre des plans de projection. 

8. On détermine la position d'un plan par ses traces sur les deux plans coor- 
donnés : ce sont 1rs droites NE et FK [fig. ~) suivant lesquelles il coupe ces plans. 
Chacune de ces lignes passe par le point M où le plan rencontre la droite XY. Ainsi 
les deux traces d'un plan se coupent en un point de la ligne de terre. 

Un plan parallèle à l'un des deux plans coordonnés n'a pas de trace sur ce plan: 
sa trace sur l'autre est parallèle à la Vigne, de terre. 

Les traces d'un plan parallèle à la ligne do terre sont parallèles à cette droite. 

Quand un plan est vertical, sa trace sur le plan vertical de projection est verti- 
cale, et par suite perpendiculaire à la ligne de terre. La trace horizontale d'un plan 
perpendiculaire au plan vertical est également perpendiculaire à la ligne de terre. 

Deux droites situées sur les deux plans coordonnés, et qui se coupent en un 
point de la ligne de terre, ou qui sont parallèles à cette droite, peuvent toujours 
être considérées comme les traces d'un plan. 

Nous désignerons un plan par ses deux traces, en indiquant la trace horizontale 
la première : nous dirons ainsi le plan (NE, FK i. 

{{abattement du plan vertical. — llègles de ponctuation . 

9. Pour employer sur une seule l'cuille de dessin le mode de représentation que 
nous venons d'exposer, il suffit de supposer que le plan vertical entraînant avec lui 
les projections, les traces et les lignes de construction que l'on peut y concevoir, soit 
rabattu sur le plan horizontal par un mouvement de rotation autour de la ligne de 
terre. Quand on raisonne sur les figures de l'espace, et leurs relations avec les 
plans coordonnés, on doit toujours considérer ceux-ci dans leur position natu- 
relle; ce n'est que pour l'exécution des tracé» qu'il faut supposer le plau vertical 
rabattu. 

10. Nous avons recounu (art. 5) que les perpendiculaires abaissées des deux 
projections a et a, d'un point A {fig. 5) sur la ligne de terre, se rencontrent en un 
point a e de cette ligne. Lorsque le plan vertical tourne pour se rabattre sur le plan 
horizontal, la projection a, décrit un quart de cercle autour du point a a comme 
rentre, et la ligne a 0 a, se place en a t a' sur le prolongement de aa 0 . Par con- 
séquent, après le rabattement du plan vertical, les deux projections d'un point sont 
sur une même perpendiculaire à la ligne de terre. • 

1 1 . Les projections horizontales et les projections verticales peuvent indifférem- 
ment se trouver au-dessus ou au-dessous de la ligne de terre XY [fig. io). Pour 
les distinguer, nous accentuerons généralement les lettres qui indiquent les pro- 
jections verticales : ainsi les points a et a' seront les projections horizontale et 
verticale d'un même point (a, à) de l'espace. 

Un point est en avant ou en arrière du plan vertical, suivant que sa projection 
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horizontale est au-dessous ou au-dessus de la lijçne de terre; il est plus élevé ou 
moins élevé que le plan horizontal, suivant que sa projection verticale est au-dessus 
ou au-dessous de cette ligne. 

D'après cela, les points (a, a') et (c, c') {ftg. 10) sont en avant du plan vertical, 
et les points (b, b') et {d, tt) en arrière; les points a, a'} et (d, d') sont au-dessus 
du plan horizontal, et les points (b, b' ) et(c, c'} au-dessous. 

12. Après le rabattement du plan vertical, la partie postérieure du plan 
horizontal et la partie inférieure du plan vertical se trouvent recouvertes. Un 
trace toujours en ponctué, tel que cb {fig. 8), les projections qui sont recou- 
vertes. 

On ponctue aussi les projections des lignes qui sont cachées, soit par les plans 
de projection considérés comme opaques, soit par divers corps. Pour interpréter 
cette règle, il faut supposer que les objets représentés sont regardés par un spec- 
tateur placé à l'infini, de manière que les projetante» puissent être considérées 
comme des rayons visuels. Ainsi, pourMnc projection horizontale, on supposera le 
spectateur élevé à une hauteur infinie, et toutes les lignes du corps considéré qui 
ne lui seront pas cachées seront tracées en trait plein. Pour une projection verti- 
cale, le spectateur sera à une distance infinie en avant de ce plan. 

Les lignes de construction sont pointillées, c'est-à-dire telles que aa' [Jig. 8 . 
Lorsqu'elles ont beaucoup d'importance, on emploie un tracé mixte aii {ftg. ia), 
formé de points et d'éléments de lignes. 

13. Pour ponctuer convenablement les projections d'une droite, il faut con- 
naître les points où elle perce les plans de projection. Ces points sont appelés 
traces. 

La trace verticale d'une droite {ab, a'b') {fig. 8), étant l'intersection de la droite 
et du plan vertical, se projette horizontalement au point c, où la ligne de terre 
coupe la projection horizontale ab. Ce point doit d'ailleurs se trouver sur la projec- 
tion verticale de la droite; c'est donc le pointe-'. Par des raisonnements aualogues 
on reconnaît que la trace horizontale doit se projeter en e', et se trouver au point e, 
intersection de la projection horizontale ab avec la droite e'e perpendiculaire à la 
ligne de terre. 

Les parties ae et cb de la projection horizontale doivent être ponctuées : la pre- 
mière parce qu'elle représente une ligne située au-dessous du plan horizontal et 
cachée par lui, la seconde parce qu'elle est recouverte par le plan vertical après son 
rabattement. Pour des motifs semblables, les parties b'c 1 et a 1 é de la projection ver- 
ticale ont été ponctuées. 

La figure 9 montre la position de la ligne par rapport aux deux plans de pro- 
jection. Ceux-ci sont représentés par les droites H' Il et V'V, et la ligne de terre par 
le point X. Les parties XH' et XV des plans de projection qui sont recouvertes 
après le rabattement, sont indiquées par un trait discontinu. Les relations qui exis- 
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t«*nt entre les figures 8 et 9 sont analogues à celles que les figures 1 et a ont avec 
la figure 4 : nous examinerons plus loin cette question. 

Sur la figure 8 bis les projections de la droite ont une disposition différente, mais 
les raisonnements et les constructions sont les mêmes pour obtenir la trace hori- 
zontale e et la trace verticale c' . On détermine par des considérations analogues les 
parties des projections qui doivent être ponctuées. La figure 9 bis montre la posi- 
tion de la ligne par rapport aux plans de projection. 



CHAPITRE II. 

QUESTIONS DIVERSES. 

Problèmes élémentaires sur tes lignes <lroites. 

14. Tram er la grandeur d'une droite don) on connaît les projections. 

Une droite limitée est de même grandeur que sa projection quand elle lui est • 
parallèle, ce qui arrive lorsqu'elle est parallèle au plan de projection. Dans toute 
autre position sa grandeur n'est pas immédiatement donnée; on la détermine en 
rabattaut un des deux plans projetants sur le plan de projection correspondant. 

Ainsi, pour avoir la grandeur de la droite AB [fig. 1 1 j, on rabat le trapèze rec- 
tangle AabTl en le Taisant tourner autour de la projection ab. Les longueurs des 
côtés «A et btt sont données par les lignes a 0 a' et b 0 l/ situées sur l'autre plan de 
projection. 

On voit sur la figure 1 2 la construction indiquée sur la figure 1 1 . La droite 
est rabattue sur le plan horizontal eu A,B,, et sur le plan vertical en A',B ( . 
Pour ce dernier rabattement, on prend des loflgueurs a' A', et fe'B', égales à 
aa a et bb c . 

Souvent au lieu d'un trapèze on trace un triangle abG, dont le coté bG est égal 
à b' g, différence de hauteur des points a' et b'. La longueur cherchée est l'hypoté- 
nuse aG : nous voyons qu'elle est plus grande que la projection ab; elle lui serait 
égale si la droite était parallèle au plan de projection. 

15. Les mêmes constructions sont représentées sur la figure 1 2 bis pour des dispo- 
sitions différentes des projections. Les deux extrémités {a, à) et {b, b') de la droite 
sont, l'une au-dessus du plan horizontal et l'autre au-dessous; par conséquent, 
lorsqu'on rabat le plan projetant, il faut porter les longueurs a 0 a' et b 0 b' de côtés 
différents de la projection. Le rabattement A,B, doit passer par la trace e de la 
droite, ce qui fournit une vérification. 

Si l'on veut déterminer la grandeur de la ligne par un triangle rectangle, le 
second coté bG sera égal à la longueur a' a, différence de hauteur des pointe 
a' et b'. 
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16. On peut encore déterminer la grandeur d'une droite en la rendant paral- 
lèle à l'un des plans coordonnés, et en cherchant ce que devient alors sa projection 
sur ce plan. 

Faisons tourner le plan projetant vertical de la droite {ab, a'b') (Jig. autour 
de la verticale du point a, jusqu'à ce qu'il soit parallèle au plan vertical de projec- 
tion. Dans ce mouvement le point b décrit un arc de cercle dont le centre est en a, 
et vient se placer en b, sur la droite ab, parallèle à la ligne de terre. Le point 
[b, b') restant toujours à la même hauteur, sa projection verticale b' se meut sur 
une parallèle à la ligne de terre; elle s'arrête au point b' t correspondant à b,. La 
droite a' b\ est donc la projection de la ligne devenue parallèle au plan vertical, et 
par suite elle est sa vraie grandeur. 

Les pointe e et e,, traces horizontales de la ligne avant et après la rotation du 
plan projetant, doivent se trouver sur un même arc de cercle décrit du point a 
comme centre. 

17. Si l'on voulait déterminer sur une ligne indéfinie (ae, aV) (Jig. 12 bu) un 
point (b, b') qui fût a une distance donnée du point [a, a'), on pourrait ramener 
la droite sur le plan horizontal en rabattant son plan projetant : elle se placerait 
en A,e. On porterait alors la longueur donnée de A, en B,, et il n'y aurait plus 
qu'à chercher les projections du point B, quand le plan projetant serait relevé. La 
projection horizontale est au pied b de la perpendiculaire B, b, et la projection 
verticale au point correspondant b' de la droite a'd. 

On pourrait également résoudre le problème par la construction indiquée sur la 
figure 14. 

18. Les plans projetants de deux droites parallèles AB, CD {Jig. i3) sont paral- 
lèles, et les projections ab, cd de ces lignes le sont également. 

Pour mener par un point une parallèle à une droite, il suffit de tracer par 
les projections du point des parallèles aux projections de la ligne droite. 

Lorsque deux projections ab et cd sont parallèles, les plans projetants le sont 
aussi, mais les droites pouvant avoir des positions quelconques dans ces plans ne 
sont pas nécessairement parallèles. Cependant si les projections sont parallèles sur 
deux plans coordonnés, les droites de l'espace seront parallèles comme intersections de 
plans parallèles. 

Plans déterminés par diverses conditions. 

19. Faire passer un plan par deux droites [ab, a' b 1 } et [cd, dd') [Jig. i5). 
Pour que le problème puisse être résolu, il faut que les droites se coupent. Cela 

aura lieu quand les points m et m' où les projections se rencontrent sur les deux 
pians coordonnés, seront sur une perpendiculaire à la ligne de terre, et repré- 
senteront par conséquent un point de l'espace. 

La trace verticale P' du plan passe par les traces verticales V et d des droites, et 
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la trace horizontale I» par les traces horizontales a et d. Les deux traces du 
plan devront se rencontrer en un même point de la ligne de terre. 

Si l'on avait négligé de s'assurer que les lignes données se coupent, on le recon- 
naîtrait en voyant que les droites ad, be" se croisent en un point de la ligne de terre, 
car alors elles déterminent un plan dans lequel chaque droite est située, parce 
qu'elle y a deux points a et // ou d etc\ 

La figure i$bis représente la solution du même problème avec une disposition 
différente des données. 

90. Si l'on fait passer une droite par deux points pris arbitrairement sur les 
lignes données, ses traces seront sur les traces du plan. On peut employer cette 
construction, soit pour obtenir des vérifications, soit pour déterminer les traces du 
plan, quand, par suite de la disposition de la ligure, le tracé indique dans l'article 
précédent se trouve en défaut. 

Sur la figure 16, l'une des droites données (cd, c'd) a ses traces éloignées, c'est- 
à-dire hors du cadre de l'épure. On prend sur cette ligne un point [g, g), et sur 
l'autre droite [ab, a'b') un point in, «'). Les traces de la ligne {ng, n'g') appartien- 
nent aux traces P et P' du plan. 

On opère de la même manière quand les deux droites données se coupent en 
un point de la ligne de terre, et quand elles sont parallèles à celte ligne {Jig. 17;. 
Dans ce dernier cas les traces du plan sont parallèles à la ligne de terre, et il suffit 
de déterminer un point de chacune d'elles. 

21. Sur la figure 18 les deux droites par lesquelles il faut faire passer un plan 
sont [ma, m'a ) et (med, m'c'd' ,. La première est parallèle au plan vertical; le plan 
cherché devant la contenir, sa trace P* lui sera parallèle. Cette trace sera donc paral- 
lèle à la projection a' m'; elle passera d'ailleurs parla trace c' de la seconde droite, 
et rencontrera en un point de la ligne de terre la trace horizontale ad du plan. 

22. Pour faire passer un plan par trois points, on déterminera les traces des 
droites qui passent par ces points; si ces lignes ne se présentent pas d'une ma- 
nière commode pour l'exécution graphique, on prendra sur elles des points par 
lesquels on mènera de nouvelles droites qui, étant également dans le plan cherché, 
pourront servir à en déterminer les traces. 

Si l'on donne un point et une droite, on obtiendra sur le plan autant de droites 
que l'on voudra, en joignant le point donné à divers points de la droite. 

Pour mener par une droite donnée un plan parallèle à une autre droite donnée, il 
faut faire passer par un point delà première une ligne parallèle à la seconde; elle 
sera dans le plan cherché, qui sera ainsi déterminé par deux droites qui se coupent. 

23. Faire passer par un point un plan parallèle à un plan donné. 

On mène par le point une droite parallèle à une droite quelconque du plan : les 
traces du plan cherche passent par les traces de cette ligne et sont parallèles aux 
traces du plan donné. 
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Sur la figure 19 le point donné est (m, m') et le plan donné fP, F). On prend ar- 
bitrairement un point a sur la trace horizontale du plan, et un point b' sur sa trace 
verticale. La droite passant par ces points a pour projections ab et a'b'. La parallèle 
menée par le point (m, tri) a des projections parallèles nicd, rn'c'd'. Ses traces sont 
d et c', et par suite les traces du plan sont les droites Q et Q' respectivement paral- 
lèles à Pet P'; elles doivent se rencontrer en un point de la ligne de terre. 

Le plan indéfini (P, P' ; s'étend devant le plan (Q, Q'i; nous avons cependant 
établi en trait plein les traces de ce dernier, parce qu'un plan (autre que les plans 
de projection) n'est regardé comme opaque que quand il appartient à la surface d'un 
corps, et non lorsqu'il est considéré d'une manière abstraite. Si nous faisons quel- 
que exception à cette règle pour rendre un résultat plus sensible, nous aurons soin 
d'en prévenir le lecteur. 

24. On peut généralement simplifier la construction, en considérant sur le plan 
donné, non pas une droite quelconque, mais l'une de ses traces. 

Menons par la projection horizontale m du point donne (fig. 20 ; une droite ma 
parallèle à la trace horizontale du plan donné, et par la projection verticale m', une 
droite m'a' parallèle à la ligne de terre qui est la projection verticale de cette trace ; 
le plan cherché devant contenir la droite {ma, m'a' ,, sa trace verticale passe par la 
trace a' de cette droite. Cette circonstance et les relations de parallélisme déjà 
établies permettent d'obtenir les deux traces Q et Q' du plan. 

On peut résoudre également le problème, en menant par le point {m, m') une 
parallèle à la trace P'. 

Si le plan donné était parallèle à la ligne de terre, le tracé que nous venons 
de donner ne pourrait pas être employé; il faudrait recourir à la construction 
générale de l'article 23. 

2o. Déterminer l'intersection de deux plans. 

Les plans donnés sont (P, P'; et (Q, Q'; [fig. 21 ou 21 bis). 

Le point a où les traces horizontales se coupent, et le point de rencontre b' des 
traces verticales appartiennent à l'intersection. Le premier de ces points se projette 
verticalement en a' ; la projection horizontale du second est b. La droite cherchée 
est donc {ab, a'b'). 

20. Si l'un des plans est parallèle au plan horizontal, il est simplement repré- 
senté par une trace verticale Q' {fig. 22 ) parallèle à la ligne de terre. L'intersection 
est alors parallèle à la trace horizontale P de l'autre plan (P, P'j; elle passe d'ail- 
leurs au point de rencontre b' des traces verticales; ses projections sont donc les 
droites be et Q' respectivement parallèles à P et à XY. 

27. lorsque, sans être parallèles, les traces horizontales P et Q ne se rencon- 
trent pas sur la feuille de dessin {fig. 23 ), on coupe les deux plans par un plan 
horizontal auxiliaire xy suffisamment élevé. Les intersections (rg, xy) et {sg, xy) 
ainsi obtenues se croisent en un point f g, g' ') qui appartient à la droite cherchée. 
I. 1 
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Quand les traces no se rencontrent sur aucun «les deux plans coordonnés, il faut 
déterminer deux points de l'intersection par deux plans auxiliaires. Toutefois cette 
construction ne peut pas être employée lorsque les traces ne se coupent que très- 
loin sur l'un et l'autre plan : il faut alors recourir à une méthode générale que nous 
expliquerons aux articles <>•*» et «7. 

II est facile de voir que les plans sécants auxiliaires peuvent être parallèles au 
plan vertical, ou même disposés d'une manière quelconque dans l'espace; mais dans 
ce dernier cas les constructions seraient moins simples. 

Si les plans donnés rencontraient la ligne de terre en un même point, on 
obtiendrait un sëTond point de l'intersection en les coupant par un plan auxiliaire. 

28. Trouver le point d 'intersection de trois pions. 

On détermine les droites suivant lesquelles un des plans coupe les deux autres: 
ces lignes se rencontrent au point cherché. 

Le problème est résolu sur h figure jt\. Les trois plans sont 1\ P' , Q, Q' et 
H, R' . Nous avons déterminé les trois lignes d'interjection suivant lesquelles ils 
se coupent deux à deux : ce sont les droites («r, fV), {ma, m'a'} et («A, n'b') \ elles 
se rencontrent au point cherché 's, s'}. 

Le même problème est résolu sur la figure 7^ bis; nous en avons établi la ponc- 
tuation dans l'hypothèse que les plans donnés sont les laces d'un tétraèdre dont la 
base afte est posée sur le plan horizontal. 

Les droites P et P' d'une part, R et R' de l'autre, doivent se couper en un même 
point de la ligne de terre. Si cela n'avait pas lieu, ces couples de droites ne 
représenteraient pas dos plans, et les diverses vérilications que la construction pré- 
sente ne seraient pas satisfaites. 

2ÎL Connaissant l'une des projections d'une droite située dans un plan donné, trouver 
fautn projection. 

La projection connue détermine un plan projetant dont on cherche l'intersection 
avec le plan donné. 

La construction est représentée sur la figure a5. On trouve que a'b' est la pro- 
jection verticale de la droite qui est contenue dans le plan 1 P, P' . et qui se projette 
horizontalement sur ait. 

."VO. Trouver le point où une droite perce un plan. 

II faut faire passer un plan par la droite, chercher son intersection avec le plan 
donne, et prendre le point où cette ligne rencontre la droite donnée. 

Soient I), I)' la droite tfig. 26) et [F, Y le plan. On détermine les traces a et tV 
de D, D'j ; eu les joignant à un point quelconque g de la ligne de terre, on a un plan 
' ag, gl> qui contient la droite. Son intersection avec le plan donné est une ligne 
cd, c d' qui rencontre la droite donnée au point cherché [m, m 1. 

51. On peut simplifier le tracé en prenant pour plan auxiliaire l'un des deux 
plans projetants de la droite, par exemple celui qui est vertical ; ses traces sont D 
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et aa' [fig. 27); il coupe le plan (P, P'j suivant Ja ilroiic 1 D, a'b'). L'intersection 
de a' b' avec D' donne la projection verticale m' du point cherché ; on en déduit la 
projection horizontale m. 

Si l'on veut avoir une vérification, on emploiera comme plan auxiliaire celui qui 
projette la droite sur le plan vertical. La construction est faite sur la figure. 

Nous avons ponctué les figures 2G et 27, en supposant que le plan formait la face 
supérieure d'un polyèdre, et, par conséquent, que la droite devenait invisible au 
delà du point (m, m ). 

Projections auxiliaires. 

32. Quand l'une des projections d'une droite est perpendiculaire à la ligne de 
terre, le plan projetant correspondant est perpendiculaire à cette ligne, et, par 
suite, au deuxième plan de projection; ses deux traces, qui sur le dessin ne forment 
qu'une seule droite, sont alors les projections de la ligne. 

La connaissance de l'une des projections de la droite suffit dans ce cas pour 
que l'on ait immédiatement l'autre, mais la droite elle-même peut avoir une posi- 
tion quelconque dans le plan perpendiculaire à la ligne de terre qui les contient. 
On peut déterminer la droite en donnant les projections de deux de ses points, 
mais ce mode de représentation ne se prèle pas immédiatement aux constructions 
de la géométrie descriptive. 

D'ailleurs, si plusieurs droites importantes se trouvaient dans un même plan 
perpendiculaire à la ligne de terre, celte manière de les définir présenterait un peu 
de confusion, et ne ferait pas ressortir la forme des figures. Pour ces divers motifs, 
on emploie généralement un plan auxiliaire de projection ; on le prend le plus 
souvent perpendiculaire aux deux autres, et on le rabat sur un des deux premiers 
plans de projection, en le faisant tourner autour de sa trace sur ce plan. 

33. Les lignes de la petite façade de gauche de la maison dessinée sur la plan- 
che I sont toutes projetées sur les droites eg, l'y' ; pour qu'elles soient déterminée» 
et représentées d'une manière distincte, nous allons les projeter sur le plan dont le* 
traces sont les droites X,Y et YZ,, perpendiculaires à XY. Nous supposons que l'on 
a rabattu ce plan sur le* plan horizontal en le faisant tourner autour de sa trace X, Y, 
qui forme une nouvelle ligne de terre. 

Pour avoir sur ce nouveau plan la projection a" d'un point | a, a"), on remarque 
que les projections a et a* doivent être sur une même perpendiculaire à la ligne de 
terre X, Y, et que les hauteurs a, a" et a 0 a' indiquent l'une et l'autre l'élévation 
du point de l'espace au-dessus du plan horizontal, et sont, par conséquent, égales. 

La droite qui projette le point {a, a'} sur le plan vertical en a', a pour projection 
sur le plan auxiliaire une horizontale qui perce le premier plan vertical en d. Dans 
le rabattement, cette droite tourne autour de la ligne de terre X, Y en lui restant 
toujours parallèle ; son point d décrit l'arc dd, , et elle se place en d, a". 

a. 
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Tous les détails de la petite façade sont dessinés sur la figure 3 qui est une nou- 
velle projection verticale. 

."H. La figure 4 est une projection de la maison faite sur un plan auxiliaire 
parallèle, au premier, mais rabattu sur le plan vertical par une rotation autour de sa 
trace XZ. La projection b" d'un point {b, b') est sur la droite b'b" perpendiculaire ii 
la nouvelle ligne de terre XZ, et à une distance b" b, égale à bb„. Si l'on projette le 
point b en /, et qu'on ramène / on/, par un arc de cercle autour du point X. le 
point // sera sur la verticale de/,. 

La figure 9 est par rapport à la figure 8 une projection auxiliaire faite sur un 
plan perpendiculaire à la ligne de terre, et rabattue sur le plan vertical. 

La figure 9 bis est également une projection auxiliaire pour la figure 8 bis. 

5.'». Nous pouvons maintenant résoudre les problèmes qui se rapportent aux 
ligures situées dans des plans perpendiculaires a la ligne de terre. 

Déterminer les traces d'une droite qui passe par deux points donnés dam un pian 
perpendiculaire à la ligne de terre. 

Les points sont m, rn' et n, n' fig. 28 1. Nous rabattons sur le plan horizontal 
le plan rn, rrri ) qui les contient. Le point im, ni 1 décrit alors un arc de cercle 
qui a son centre au point m et vient se placer en un point M, sur une perpendi- 
culaire /«.M à xn, et à une distance de cette ligne égale à la hauteur du point qui 
est donné en vraie grandeur sur le plan vertical par la ligne .rm'. On trouve de la 
même manière la position X du point in, n' 1 rabattu. On trace la ligne MX, rabat- 
tement de la droite considérée : sa trace horizontale est e; sa trace verticale est le 
point e dont on obtient la véritable position c' en relevant le plan qui contient la 
droite. 

.."»(>. On emploie un plan auxiliaire de projection, non-seulement pour représenter 
les figures situées dans des plans perpendiculaires à 1a ligne de terre, mais encore 
quand les constructions ordinaires ne sont pas applicables, par suite d'une dispo- 
sition particulière des données par rapport aux plans de projection. 

Construire f intersection de deux plans parallèles à la ligtu: de terre. 

Les plans que nous considérons sont l P. F et 1 Q. Q \ fig. 29). Leurs traces ne 
se rencontrant pas, nous n'avons immédiatement aucun point de la ligne cherchée ; 
nous voyons seulement qu'elle est parallèle aux traces des plans, et, par suite, à la 
ligne «le terre. 

Xous prenons un plan auxiliaire perpendiculaire aux deux plans de projection; 
ses traces sont des droites perpendiculaires à la ligne de terre, menées par un même 
point x de celte ligne; en le rabattant sur le plan horizontal, nous amenons les 
points m et n enzw, et n„ et les nouvelles traces des plans donnés sont les lignes 
rm,, sn, qui se coupent en E. 

On trouve facilement les points e et e' où se projette le point E, quand on relève 
le plan, et on peut tracer les droites G et G', projections de l'intersection. 
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Nous aurions pu résoudre le problème sans faire de rabattement, en déterminant 
les intersections des plans donnés par un plan auxiliaire quelconque ; ces lignes se 
coupent en un point de la droite cherchée. 

37. Quand un plan contient la ligne de terre, ses deux traces se confondent avec 
elle, et ne suffisent plus à le déterminer. Il faut alors que l'on connaisse un de ses 
points, ou les angles qu'il forme avec les plans coordonnés; mais les constructions 
ordinaires ne peuvent pas être appliquées à un plan ainsi représenté, et il faut 
recourir à quelque artifice, tel que l'emploi d'un plan auxiliaire de projection. 

Déterminer l'intersection d'un plan quelconque mec un plan passant par la ligne 
de terre et faisant un angle donné avec le plan horizontal. 

Soit P, V) le plan donné [fig, 3o). Nous prenons un plan auxiliaire perpendicu- 
laire à la ligne de terre, et nous le rabattons sur le plan vertical eu le faisant tourner 
autour de sa trace xz. La nouvelle trace de f P, P'; est a, b; la trace du second plan 
passe par le point x, et fait avec xX l'angle donné. Nous pouvons donc tracer cette 
ligne xi ; elle nous fait connaître le point E de l'intersection ; les projections e et e 
doivent être jointes au point g commun aux deux plans. La droite cherchée est 
donc i ge, ge'\. 

38. On pourrait opérer de la même manière quand la position du plan qui passe 
par la ligne de terre est déterminée par un dé ses points (m, m') {fig.Zi), mais 
alors il est aussi simple de couper les deux plans par le plan horizontal qui con- 
tient le point donné. Les intersections ibe, xy) et [mi, xy} se rencontrent en un 
point {e, e'} qui appartient à la droite cherchée. 

5î). Déterminer le point d' intersection d'un plan quelconque ' P, P') avec une droite i 
située dans un plan perpendiculaire à la ligne de terre, et donnée par deux de ses pomis • 
(a, a') et {b, b') (Jig. 3a). 

Nous rabattons sur le plan vertical le plan projetant de la droite ; elle prend alors 
la position AU, et rencontre en M la nouvelle trace rs, du plan donné. Quand on 
relève le plan auxiliaire, le point cherché vient se projeter en (m, m'). 

Nous verrons plus loin que l'on emploie quelquefois des plans auxiliaires de 
projection qui ne sont pas perpendiculaires à la ligne de terre. 

Droites et plans peqtendiculaires. 

f-0. Quand une droite est perpendiculaire à un plan, les projections de la droite sont 
respectivement perpendiculaires aux traces du plan . 

Soient P le plan de projection {fig. 33) et MN une droite perpendiculaire à un 
plan Q. 

Le plan passant par MN et parla projetante M/n de l'un quelconque des points de 
cette ligne est perpendiculaire à chacun des deux plans P et Q, et, par suite, à leur 
intersection AB. Réciproquement AB est perpendiculaire à toutes les lignes du 
plan «MN, et notamment à sa trace mG, projection de MN. 
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Quanti la projection MG «l'une droite est perpendiculaire à la trace AB d'un plan Q, 
ce plan est perpendiculaire au plan projetant, mais non pas nécessairement à la 
droite. Si cependant les projections de la droite étaient respectivement perpendicu- 
laires aux traces du plan sur deux plans coordonnés, les deux plans projetants étant 
perpendiculaires au plan considéré, la droite, qui est leur intersection, serait per- 
pendiculaire à ce plan. 

4-1 . Mener par un jmint un plan perpendiculaire à une droite. 

Soient la, a'} le point et ; D, D'j la droite i fig. 34). La trace horizontale du plan . 
clierclié est perpendiculaire à la projection D i art. 10 ; . La ligne dont les projections 
sont les droites ait perpendiculaire à D et a' b' parallèle à la ligne de terre, est donc 
parallèle à la trace horizontale du plan, et comme elle passe par le point a, a' qui 
doit être dans le plan, elle s'y trouve tout entière. La trace verticale// appartient 
donc à la trace verticale du plan. Les droites b' g et ge, respectivement perpendicu- 
laires à D' et à D, seront les traces du plan cherché. 

Il est évident que l'on peut également faire la construction en menant par le 
point a, a une parallèle à la trace verticale du plan. 

Sur la figure Vj nous avons résolu le problème d'abaisser d'un point {a, a ] une 
/wrpendiculaire sur une droite f D, D' . La détermination du plan qui passe par a. à 
et qui est perpendiculaire à (D, D'), l'orme la première partie de la solution; il faut 
ensuite chercher le point (m, ni) où la droite indéfinie perce le plan l'art. 31), et 
le joindre au point donné. 

La véritahle grandeur de la droite am, a' ni ) est la distance du point fa, a') à la 
droite il), D'j. 

Yl. Si la droite donnée est dans un plan perpendiculaire à la ligne de terre, 
elle sera déterminée par deux points i,a, a'] et b, tV ; [fig. 35), et elle prendra la 
position AB, lorsque son plan projetant sera rabattu sur le plan vertical. 

Le point donné est (m, ni); sa projection sur le plan auxiliaire, après le rabat- 
tement de celui-ci, est X. 

Xous avons maintenant deux plans coordonnés dont la ligne de terre est .rs, et le 
problème à résoudre consiste à mener par un point (fflf, Nj un plan perpendiculaire 
ii une droite AB située dans le deuxième plan de projection. 

On trouve que le plan cherché a pour traces sur nos deux plans coordonnés les 
droites G' et rS; il est facile de voir que sa trace horizontale est G. 

4,"». Déterminer ta distance d'un point à un pian. 

Il faut abaisser du point une perpendiculaire sur le plan, et trouver sa lon- 
gueur. 

Soient I». P'j le plan i fig. 36) et [a, a') le point; la perpendiculaire a pour 
projections les droites ab et a'b' respectivement perpendiculaires aux traces P et V; 
elle rencontre le plan au point (b, b' j (art. 51;, et en faisant tourner autour de la 
verticale de ce point le plan qui la projette sur le plan horizontal, jusqu'à le rendre 
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parallèle au plan vertical, on détermine la longueur b'a, de la droite i ah, a'b' \ 
an. 16). 

ii. Par une droite donnée faire passer un plan perpendiculaire à un plan donne. 

Soient ; P, I»' i le plan ( Jig. i~ ) et I), D' la droite. D'un point a, a' pris arbi- 
trairement sur cette ligne nous abaissons une perpendiculaire ah, a'b ) sur le plan 
art. 43) et nous déterminons le plan (bg, c'e'} qui passe par cette ligne et par la 
droite donnée i D, D' art. 19;. 

43. Par un point donne/aire passer un plan perpendiculaire à deux- plans. 

Il sufiit de déterminer l'intersection des deux plans donnés art. 23;, et île mener 
par le point donné un plan perpendiculaire à cette droite : art. 11). 

Angles de droites et de /dans. 

<W. Quand deux- droites sont à angle droit, leurs projections sur un plan parallèle a 
l'une d'elles sont à angle droit. 

Considérons d'abord deux droites AC et BD \ Jig. 38 j rectangulaires entre elles, et 
parallèles au plan de projection P. Leurs projections ac et hd sont à angle droit, 
car si l'on joint deux points C et I), le triangle RDC et sa projection dbc auront leurs 
côtés égaux comme cotés opposés de parallélogrammes,' et cette égalité entraîne celle 
des angles B et b. 

En général, la projection n'altère pas la forme des ligures situées dans des plan:, 
parallèles k celui sur lequel on les projette. 

Supposons maintenant que la droite Bl) tourne autour du point B en restant per- 
pendiculaire à AC; elle prendra différentes positions BD,,BD a ,... dans le niémi 
plan projetant D\ibd qui est perpendiculaire à AC, parce qu'il contient les droites BI) 
et Mb qui rencontrent cette ligne à angle droit. Toutes les droites perpendiculaire» 
à AC auront donc pour projection la ligne bd perpendiculaire à ac. 

il ' . Déterminer l'angle de deux droites. 

Soient (D.D'jct (G, G ) {Jig. 3c) deux droites qui se rencontrent en un point 
[a, a ). Pour avoir l'angle qu'elles forment, il suffit de rabattre leur plan sur l'un 
des deux plans de projection, par exemple, sur le plan horizontal. 

Les traces des droites considérées sont les points b et c, et par suite la ligne bc est 
la trace de leur plan. La perpendiculaire abaissée du point (a, a'; sur Ik se projette 
sur la droite ae perpendiculaire à cette ligne (art. iGj. 

Quand le plan des deux droites a été rabattu sur le plan borizontal par une rotation 
autour de bc, la perpendiculaire qui était projetée sur cet se trouve placée daus la 
direction de cette ligne, et en portant sa véritable grandeur de e en A, nous avons 
à ce dernier point la position du rabattement du point fa, a' j. Comme d'ailleurs les 
points b et c sont lixes, l'angle b\c est l'angle cherché. Dans un problème d'appli- 
cation, il pourrait)" avoir lieu de prendre son supplément. 

Nous avons obtenu la véritable grandeur de la perpendiculaire abaissée du sommet 
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de l'angle sur la trace <lu plan, en portant la longueur ae de sa projection horizontale 
sur lu ligne de terre de o 0 cn c„, et traçant a'r 0 art. 10 j. 

.Vous aurions pu déterminer la position du point A, en cherchant les longueurs des 
droites b\ et e\, mais la construction eut été un peu plus longue. 

On considère quelquefois l'angle de deux droites qui ne se rencontrent pas ; c'est 
l'angle que forment deux parallèles a ces lignes menées par un point quelconque. 

iH. Lorsque sur chaque plan de projection la trace de l'une des droites se trouve 
hors du cadre de la ligure, il faut rahaltrc le plan des droites sur un plan parallèle à 
l'un de deux plans de projection, et choisi de manière que ses intersections avec les 
droites considérées puissent être utilisées. • 

Sur hfigure 4<> ce plan auxiliaire est horizontal, et a pour trace verticale X, Y,. Les 
droites i D, D'j et ; G, G' ; le rencontrent aux points b, b' ) et (c, c ). On fait tourner 
le plan de ces lignes autour de la droite (4c, b'C) jusqu'à ce qu'il soit dans le plan 
horizontal X,Y, : les tracés sont ensuite les mêmes que ceux de la figurr 3q. 

tl>. On peut expliquer la construction que nous venons d'exposer, en supposant 
que la ligne de terre ail été transportée en X, Y,. Le plan horizontal s'est ainsi 
trouvé élevé de la hauteur de b u b' et le plan vertical reculé de la même quantité. 
Ces translations ne modifient évidemment en rien ni les projections de la figure de 
l'espace, ni leur position relative. f 

Quand une épure contient seulement des projections, la position de la ligne de 
terre n'a d'utilité «pie pour la ponctuation ; il suffit de connaître sa direction, pour 
pouvoir résoudre les prohlèmes relatifs au système géométrique représenté. Ainsi 
la longueur de la droite ab, a' b') f fig. 1/4 est a'b\, à quelque hauteur que la ligne 
de terre soit placée sur la ligure. D'après cela, quand sur une épure du genre de 
celles dont nous parlons, il devient nécessaire de considérer des traces, ainsi que 
cela a lieu sur la figure l K o, on peut mettre la ligne de terre à la hauteur qui parait 
la plus convenable pour les constructions. 

Nous n'insisterons pas davantage sur ces notions, mais nous avons cru devoir 
signaler dès à présent le déplacement de la ligne de terre, comme un des procédés 
les plus simples de la géométrie descriptive, pour maintenir les tracés dans le cadre 
de l'épure. 

50. La figure 4i présente la solution du prohlème de l'angle de deux droites, 
quand l'une d'elles est parallèle à l'un des plans de projection. 

La droite I), D'i étant parallèle au plan vertical, nous pouvons la prendre pour 
axe d'un mouvement de rotation par lequel nous ramènerons le plan des deux droites 
ii être parallèle au plan vertical. 

La perpendiculaire ahaissée sur la droite (D, D') d'un point [b, if) de la droite 
(G, G'; a pour projet lions la ligne b'ë perpendiculaire à I)' (art. 40), et la droite 
correspondante be. Sa vraie grandeur est l'hypoténuse b'e, d'un triangle rectangle 
b ëe, dont le coté c'c t est égal à la différence eb, des projetantes des deux points 
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'e,e , et {b, b'\ 1 art. 14). Portant la longueur e,b' de e' en B', nous obtenons la 
projection B' du point {b, If) quand le plan des lignes est devenu parallèle au plan 
vertical. L'angle cherché est to'a'ë. 

51. Par un point donné, faire passer une droite qui rencontre une droite donnée sous 
un angle donné. 

Soient [a, a') le point (Jig. 43) et (D, D'y la droite. Après avoir tracé l'hori- 
zontale a' g, et déterminé ainsi le point \g, g" ) situé à la même hauteur que [a, a'), 
nous considérons le plan qui contient les droites D,D') et tag, a g 1 ), et nous le 
faisons tourner autour de cette dernière ligne de manière à le rendre horizontal. 
I n point quelconque i b, b' , de la droite donnée décrit un arc de cercle dont le 
centre se projette, sur le plan horizontal, au pied e de la perpendiculaire ahaissée 
du point // sur ; le rayon est égal à l'hypoténuse b'e, d'un triangle rectangle 
dont le coté b,e, est égal à be : art. il, . Portant donc cette longueur dans la direc- 
tion eb, et joignant le point B ainsi obtenu au point g qui n'a pas changé, on trouve 
que la droite est maintenant lig, b l g' \. On trace sur le plan horizontal la droite aK 
faisant avec B#K l'angle donné; quand on relève le plan, le point K décrit un arc 
de cercle qui se projette sur la droite K* perpendiculaire à l'axe ag, et s'arrête 
au point k de la droite D. La ligne cherchée est {ai, a'k). Le problème admet une 
seconde solution, si le sens dans lequel l'angle doit être mesuré n'est pas déter- 
miné. 

On peut résoudre par cette construction le problème de la perpendiculaire abaissée 
d'un point sur une droite, déjà examiné à l'article il. 

On remarquera que sur les Jigures 4 1 et 43 il n'y a pas de traces, mais seulement 
des projections, et que, conformément aux observations de l'article 19, la position 
delà ligne de terre n'est utile que pour déterminer la ponctuation; la hauteur à la- 
quelle elle se trouve n'influe en rien sur les tracés. 

52. L'angle aigu d'une droite avec sa projection sur un plan est plus petit que les 
angles aigus formés par la droite avec les autres lignes du plan. 

Soient ABla droite considérée {Jig. 42}, Ai sa projection sur un plan P, et Ac 
une droite du plan. 

Prenons des longueurs égales A b et Ac, élevons bU perpendiculaire au plan, et 
joignons le point B au point c. 

Les triangles BAA et BAc ont deux côtés respectivement égaux, et le troisième 
coté Bb du premier est plus petit que le coté correspondant Bc du second, parce 
que ces droites abaissées d'un même point sur un plan sont l'une perpendiculaire 
et l'autre oblique. D'après cela l'angle KAb est plus petit que BAc.ce qui démontre 
le théorème énoncé. 

Si nous considérons les angles supplémentaires de ceux que nous venons d'exa- 
miner, nous verrons que BAe est plus grand que BA/, et par suite que tous les 
angles obtus formés par AB avec les diverses lignes du plan. 

I. 3 
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I ne droit»» est perpendiculaire à un plan quand elle l'est à sa projection sur ce 
plan ; elle est couchée dans le plan quand elle se confond avec sa projection. D'après 
cela, on voit que l'angle, d'une droite avec sa projection sur un plan l'ait bien com- 
prendre la position de cette ligne par rapport au plan; on dit que c'est l'angle 
formé par la droite avec le plan. 

•*»,"î. < onstruire les angles d'une droite avec les plans de projection . 

II faut déterminer les angles de la droite avec ses projections, en rabattant suc- 
cessivement ses deux plans projetants, comme nous l'avons, déjà l'ait pour trouver 
la distance de deux points art. 14,//),'. 12). 

tii. Construire la projeetion rrrtieale d'une droite, connaissant un de ses points 
a') 'fig- 45), m projection ah sur le plan horizontal, et l'angle qu'elle fait met 

er plan. 

K» faisant l'angle ba\\ égal à l'angle donné, 011 a la projection de la droite lorsque 
son plat» projetant a été rabattu sur le plan horizontal X,Y, qui contient le point 
11, a' . Une droite b\\ perpendiculaire à ah fait connaître la hauteur h ( h' à laquelle 
le point rabattu en B est placé, dans l'espace, au-dessus de X,Y,. 

*».*» . t onstruire l'angle d'une droite avec un plan . 

Bn jetant les yeux sur la figure on voit que l'angle BA h sous lequel une droit» 
rencontre un plan, est le complément de l'angle ABA qu'elle fait avec une perpen- 
diculaire Wh abaissée de l'un quelc»»nque de ses points sur le plan. 

D'après cela on obtiendra l'angle «l'une droite avec un plan, en abaissant d'un 
point <le la droite une perpendiculaire sur le plan f art. i.» i, et en cherchant l'angle 
île ces deux lignes art. 17). 

'Mi. Déterminer l'angle de deux plans. 

On coupe les deux plans par un troisième qui soit perpendiculaire à l'arête de 
l'angle dièdre qu'ils forment, et on détermine l'angle que comprennent les droit» s 
intersections «le ces plans par les plans donnés. 

Soient (P, P) et (Q, Q'i les plans donnés [fig. 44 et 44 bis). La droite ha est la 
projection horizontale <le leur intersection, l ue droite rnn perpendiculaire à cett<- 
li^ne peut être considérée comme la trace d'un plan perpendiculaire à l'intersection 
des deux plans donnés. 

(le plan auxiliaire coupe les plans P, P) et (Q, Q'i suivant deux droites qui com- 
prennent l'angle cherché et qui forment un triangle av»'C la ligne mn. Kn faisant 
tourner ce triangle autour de mn, le sommet décrit un arc de cercle dans le plan 
vertical ah, bb perpendiculaire à mn, et vient se placer sur ra en un certain 
point g qu'il s'agit <le déterminer. 

La ligne rg considérée dans l'espace, avant son rabattement, est perpendiculaire 
à l'intersection des plans donnés, parce qu'elle est dans le plan auxiliaire. D'après 
cela nous obtiendrons facilement sa longueur en rabattant le plan vertical (ab,bh' ) 
sur l'un »les plans de projection. Si nous choisissons le plan vertical, los points 
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/et a se transportent en r, et a,, l'intersection des plans se plaee en //«,. et la per- 
pendiculaire est la longueur qu'il faut porter sur la ligne m, à partir du point r, 
pour avoir le point g. L'angle cherché est mgn. 

Si les deux plans ont leurs traces parallèles sur un des plans coordonnés, par 
exemple, sur le plan horizontal fig. 4<> . leur intersection sera horizontale et 
parallèle aux traces; le plan auxiliaire deviendra vertical, et la hauteur rg du 
triangle mngscra égale à la projetante bb'. 

57. L'intersection des plans donnes f, f) et (Q, Q'; i fig. 44 J est perpendicu- 
laire à toutes les lignes du plan auxiliaire qui passent au point g de l'espace, à 
celle qui va au point m, connue à « elle qui passe par r. Si donc nous rahattons le 
plan P, F} sur le plan horizontal, il sulïira d'abaisser du point m une perpendicu- 
laire sur le rabattement de l'intersection, pour avoir la longueur du coté mg du 
triangle mgn. 

Traçons du point b la ligne bi perpendiculaire à P, La droite qui va dans l'espace 
•lu point b' du plan vertical au point 1 du plan horizontal, est l'hypoténuse d'un 
triangle rectangle dont les cotes sont bb' et A» ; sa longueur est b'i t ; elle rencontre 
perpendiculairement en i la trace P, et par suite, quand le plan tourne autour de 
la droite P, le point b, b' vient se placer sur le prolongement de bi, eu un point 
B, à une distance ÎB égale à b i,. Le rabattement de l'intersection est donc aB; il 
n'y a plus pour avoir le point g qu'à abaisser la perpendiculaire mG, et à ramener 
le point G sur la ligne ta par un arc de cercle. 

Cette construction est un peu moins simple que la précédente; mais elle devien- 
drait plus facile si, pour des constructions antérieures, l'un des plans donnés avait 
déjà été rabattu. 

On peut encore résoudre le problème en abaissant des perpendiculaires sur les 
[dans d'un point pris dans l'intérieur de l'angle que l'on veut connaître, et en cons- 
truisant l'angle de ces lignes qui est supplémentaire de celui que l'on cherche. l£n 
prenant le point sur l'un des plans de projection, dans une position convenable 
par rapport aux traces, on sera assuré qu'il se trouve dans le dièdre que l'on con- 
sidère. 

58. Déterminer F angle que forme un plan avec le plan fiotizontal. 

Soit P, P le plan i jig. 48 . Par un point quelconque g de P, concevons un plan 
vertical perpendiculaire à P; il coupe le plan horizontal cl le plan donné suivant 
deux droites qui comprennent entre elles l'angle cherché. L'une d'elles est la 
perpendiculaire gb à P, l'autre va du point g au point b' où la verticale bb', trace du 
plan auxiliaire, rencontre la trace P' du plan donné. 

Faisons maintenant tourner le plan vertical bg, bb' 1 autour de bb' pour le 
rabattre sur le plan vertical de projection : le point g va en g, et l'angle cherché 
esté;,*. 

On opérerait d'une manière analogue pouravoir l'angle du planavc cle plan vertical. 
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Changement des plans de projection. 

.'»!). Il est quelquefois utile d'abandonner les plans coordonnés primitifs, pour en 
prendre d'autres qui, en égard à la nature du problème, soient plus convenablement 
placés par rapport a la figure de l'espace. Il faut alors déterminer les nouvelles 
projections des lignes données. Nous ayons déjà étudié cette question daus des cas 
simples i art. 32-."ît ;; nous allons compléter cette théorie. 

Connaissant les projections tic divers points sur deua- plans coordonnés, trouver leur 
projection sur un plan vertical quelconque que l'on rabat sur te plan horizontal. 

Soient [m, m ), ' p, p' ),..., les points donnés ftg. 4»> , et X,Y, la trace du nou- 
veau plan vertical. 

La nouvelle projection m" du point ni, m , doit être à une distance de la nouvelle 
ligne de terre X,Y,, égale à la bailleur du point au-dessus du plan horizontal, 
c'est-à-dire à la distance m u m' de la première projection verticale fri à la première 
ligne déterre XY. Donc, si nous traçons par le point m la perpendiculaire mm, à 
la ligne de terre X,Y,, et que nous prenions sur celte droite la distance wt, m" égale 
ii rn 0 m, le point m" sera la nouvelle projection verticale du point m, m"\. 

Le point m" peut être placé indifféremment d'un cote ou de l'autre de la ligne de 
terre X,Y ( , parce que rien ne détermine d'avance le sens du rabattement du nou- 
veau plan vertical. Tous les points qui, sur le premier plan vertical, ont leur pro- 
jection du même coté de la ligne de terre XY que m', auront leurs nouvelles 
projections du même coté de la droite X, Y, que m\ 

60. Nous allons maintenant examiner le cas général. 

Connaissant les projections d'un point sur deut plans coordonnés, trouver ses 
projections sur dcu.r plans rectangulaires que l'on rabat sur les premiers. 

Soient (m, m') le point [ftg. 47;, (P, P") un des nouveaux plans et (A, A') son 
intersection avec le second plan. 

Nous rabattons le plan P, I*', sur le plan horizontal en le faisant tourner autour • 
de sa trace P, et nous allons chercher d'abord où se place la droite (A, A'j qui doit 
être notre nouvelle ligne de terre X, Y,. 

Nous prenons un plan Un; ad vertical et perpendiculaire à la trace P, et nous le 
rabattons sur le plan horizontal. L u point quelconque r, r' de A, A') se projette 
sur ce plan auxiliaire en un point r" situé à la même hauteur au-dessus de rv que r 
l'est au-dessus de XY. Lorsque nous faisons tourner le plan P, P, autour de P, le 
point r, r décrit un arc de cercle et se place en r, . .Nous pourrions obtenir de la 
même manière un autre point de X,Y,, mais la trace horizontale b de la droite 
A, A' étant dans le cadre de l'épure, notre nouvelle ligne de terre se trouve 
déterminée. 

Le plan (P, P, étant perpendiculaire au plan auxiliaire, sa trace P" sur ce plan 
pa*se par la projection r" de l'un quelconque de ses points. 
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Nous obtenons la projection m" du point m, ni sur le plan vertical .rven opérant 
comme pour le point ir,r / ); nous projetons m" sur P" en n, puis, rabattant le plan 
(P, P sur le plan horizontal, nous voyons que la projection se place en ///,. La 
projection sur le plan perpendiculaire esl en m\, à une dislance de X, Y, égale 
à m" n. 

Pour bien comprendre ces opérations, on peut supposer que le plan auxiliaire soit 
transporté parallèlement à lui-même jusqu'à passer par le point m, ni -, c'est la 
position qu'il faudrait lui donner, si l'on ne cherchait les nouvelles projections que 
de ce seul point. 

Le point ///, peut être placé indifféremment d'un coté ou de l'autre de la droite 
X, Y, parce que rien ne détermine d'avance le sens du rabattement du second plan 
sur le premier. Tous les points qui sur le plan auxiliaire sont du même coté de P* 
que m", devront être sur le nouveau plan de projection du même cote de X,Y, 
que m\. Une observation analogue doit être faite pour les projections sur le plan 
(P, P' : : Un point tel que m, sera placé d'un cote ou de l'autre de la trace P, suivant 
le sens du rabattement. 

Les nouveaux plans de projection ne sont pas l'un horizontal et l'autre vertical; 
cependant, dans Us questions abstraites, on les désigne souvent par ces expressions, 
et cela facilite le langage ; mais dans les applications les objets ont des positions dé- 
terminées, et on cesserait d'être intelligible si l'on appelait horizontales des droites 
qui sont visiblement inclinées à l'horizon (i). 

Pour arriver à nos projections définitives nous avons construit une projection sur 
un plan perpendiculaire à l'un des anciens plans coordonnés, et à l'un des nouveaux. 
Cette projection intermédiaire est quelquefois utile par elle-même pour la solution 
du problème. 

Nous allons maintenant étudier une question qui nous donnera l'occasion d'appli- 
quer les tracés que nous venons d'expliquer. 

<> I . Déterminer la plus courte distance de detuc droites qui ne sont /tas dans un même 
plan. 

Nous supposons d'abord que le plan vertical est parallèle aux deux droites données 
(A, A' y et (B, B', [Jig. 49). Les projections verticales se rencontrent nécessairement 
en un point ni, car sans cela les droites de l'espace seraient parallèles, et par suite 
dans uu même plan. 

La droite projetée sur le point ni esl évidemment perpendiculaire aux deux lignes 
et aucune autre sécante ne peut l'être, car sa projection verticale serait perpendi- 
culaire aux deux convergentes A' et B [art. Ui , ce qui est impossible. 

Si l'on se reporte à la construction que nous avons donnée pour avoir la distance 



(1) Lu figure 1 ne doit jamais èlre appelée une projection horiiontale, mèio* quand on considère 
la droite XZ comme une ligne de terre. 
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•Ii» deux points ail. 14., on reconnaîtra que la longueur nm de la perpendiculaire 
est plus petite que celle des autres droites qui ont leurs extrémités sur les deux 
lignes données. 

Nous vovons donc que quand deux droites ne sont pas dans un même plan, elles 
ont une commune perpendiculaire qui mesure leur plus courte distance, et que 
cette ligne est immédiatement donnée de grandeur et de position quand les deux 
droites sout parallèles à un des plans de projection. 

02. Supposons maintenant que les droites données A, A"; et fB, B" fig. 4<>) 
aient leurs projections horizontales parallèles entre elles, mais non pas à la ligne 
de terre X,Y, ; pour connaître la grandeur de la plus courte distance, nous n'aurons 
qu'à mesurer l'écartement des droites A et B; mais si nous voulons avoir la position 
de la commune perpendiculaire, il faudra prendre un nouveau plan vertical dont 
la li nec X Y soit parallèle à A et à B, et déterminer les projections A' et B' des droites 
sur ce plan; leur point de rencontre m' fera trouver sur le plan horizontal la ligne 
mn qu'on relèvera en m'n". 

On eut pu rahattre le plan .YY sur le plan vertical -Y, Y, en le faisant tourner 
autour île la verticale du point Y. La droite YZ eût alors été la ligne de terre des deux 
projections, qui se fussent trouvées disposées comme les figures i et f\. 

0. - ». Nous arrivons maintenant au cas général. 

Les droites données sont (A, A', et B, B', : fip. 5o . La ligne B,, B'i menée 
parallèlement il la seconde par un point g' \ de la première, détermine avec 
celle-ci un plan I», P'). Nous prenons un plan auxiliaire de projection f.ry. «•*) 
perpendiculaire au plan horizontal et à P. P' : et nous le rabattons sur le plan hori- 
zontal. 

Les deux droites : A, A et B,, B ont pour projection sur ce plan une lignu A", 
trace du plan P, P ; la droite B, B t se projette sur une ligne B" parallèle à la 
précédente, et qui, par conséquent, peut être déterminée par un seul point, tel que 
projection de la trace horizontale/». 

L'écartement des droites A" et B* donne la distance cherchée art. 02). 

Pour avoir la position de la commune perpendiculaire, il faut prendre un nouveau 
plan de projection parallèle aux droites et perpendiculaire au plan vertical .ry; ce 
sera I', P . Nous pouvons le rabattre soit sur le plan auxiliaire en le faisant tourner 
autour de A", soit sur le plan horizontal par une rotation autour de P: nous avons 
adopte cette dernière disposition. Opérant comme il a été expliqué à l'article 00. 
on trouve que les nouvelles projections des droites sont A* et B". La commune 
perpendiculaire se projette eu m": nous ramenons cette ligue d'abord en mn, puis 
en m n'. 

01. Si l'une des droites était verticale, la commune perpendiculaire se projet- 
terait sur le plan horizontal en vraie grandeur, et suivant une ligne perpendicu- 
laire à la projection de la seconde droite. On peut donc résoudre le problème, 
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dans le cas général, en prenant un plan de projection perpendiculaire à l'uni îles 
lignes, 

Enfin, nous indiquerons deux solutions par les procédés ordinaires, en conservant 
les plans coordonnés. 

i°. Un plan P mené par la droite A parallèlement à H, et un plan H mené par la 
droite B perpendiculairement à P, se coupent suivant une ligne .M dont l'inter- 
section I avec A est l'une des extrémités de la droite cherchée. Car, si parce point 
on élève une perpendiculaire à P, elle sera perpendiculaire à A, à M, et à la droite H 
parallèle à M. 

2". L'intersection G d'un plan P perpendiculaire à A par un plan Q perpendi- 
culaire à B est parallèle à la droite cherchée; on obtient l'une des extrémités de 
cette ligne, en déterminant le point où la droite A rencontre le plan passant par li 
et parallèle à G. 

Quand les projections de la commune perpendiculaire sont connues, on trouve sa 
grandeur par les procédés ordinaires | art. 1 4). 
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CHAPITRE III. 

POINTS ET LIGNES DE CONSTRUCTION HORS DU CADRE DE L ÉI'LHE. 



Réduction d'échelle. 

(io. Le but de la Géométrie descriptive étant de résoudre des problèmes d'appli- 
cation, il est nécessaire que les tracés soient appuyés sur des lignes et des points 
situés dans le cadre de l'épure. Lorsqu'un point utile se trouve éloigné, on ne doit 
pas aller le chercher sur une seconde feuille placée près de la première. Cet artifice 
ne présente jamais d'exactitude, et serait d'ailleurs impossible dans les applications 
sérieuses, par exemple en Stéréotomie, où l'on opère sur des aires limitées. 

Nous avons déjà indiqué, pour lever cette difficulté, divers procédés spéciaux a 
quelques problèmes; à l'article -49 nous avons exposé une construction qui est sou- 
vent employée, celle du déplacement de la ligne de terre ; il nous reste à traiter la 
question d'une manière générale, et à faire connaître quelques tracés utiles. 

66. On peut toujours, par une réduction d'échelle, faire rentrer les lignes et les 
points éloignés dans le cadre de l'épure. Lorsque le tracé est terminé, on reporte 
la solution sur la ligure primitive. 

Supposons que par le point de rencontre éloigné des droites B et C Jig. 5ii on 
doive élever une perpendiculaire à B, et du point où elle coupe la droite A abaisser 
une perpendiculaire sur D. 
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Il snftit il»! réduire les dimensions de la ligure au tiers pour en obtenir une 
Mitre \fîg-5i bis sur laquelle la construction puisse être faite. La droite cher- 
chée e est ensuite reportée en E Jig. 5i ;. Les lignes des deux figures sont paral- 
lèles. 

Nous avons construit une figure entièrement distincte de la première, mais géné- 
ralement on prend un point de celle-ci pour centre commun de similitude, de 
manière à utiliser pour la seconde les droites qui y passent. Si l'on avait choisi le 
point M, les lignes B et I) eussent appartenu à la ligure réduite. Quand on connait 
un point de la droite cherchée, on doit le prendre pour centre de similitude; on 
trouve alors la ligne dans la position même qu'elle doit occuper. 

Le compas de réduction est d'un usage très-commode pour la construction que 
nous venons d'indiquer. On ne doit employer cet instrument qu'avec beaucoup de 
soin quand il s'agit d'obtenir une fraction déterminée d'une longueur, mais ici la 
grandeur du rapport de réduction n'a aucune importance. 

<»7. Quelques-unes des constructions que nous avons exposées dans le chapitre 
précédent pour des points éloignés, sont de véritables réductions d'échelle; ainsi à 
l'article '27 nous avons déterminé l'intersection de deux plans dont les traces hori- 
zontales ne se rencontrent pas sur la feuille de dessin, en diminuant dans un même 
rapport les lignes AH et /;S '.Jig. a3 }, de manière à obtenir un triangle rgs semblable 
à celui que forment les traces I» et Q avec la ligne de terre. Le centre de similitude 
est le point connu b de la droite cherchée. 

Si les traces ne se rencontraient que très-loin sur les deux plans coordonnés, on 
pourrait prendre le point R pour centre de similitude fig. 5aj ; alors réduisant RS 
au cinquième, on transporterait le plan Q. Q' parallèlement à lui-même en <q,q' •> 
puis, après avoir obtenu l'intersection (a, a 7 ;, on la reporterait dans sa position en 
quintuplant les longueurs Kb et Rc. 

Constructions diverses. 

<>8. Tracer une droite qui /Hisse par un point donne, cl par le point éloigné où deux 
droites données se rencontrent. 

Soient A le point. P et Q les droites ' fig. 53 ). Nous construisons le triangle ABC 
dont un sommet est au point A, et les deux autres sur les lignes données, puis nous 
traçons bc parallèle à BC, et par les points b et c nous menons des parallèles à BA 
et CA; leur point de concours a appartient à la droite cherchée, car les deux trian- 
gles étant semblables et semblablement placés, les droites qui passent par les 
points homologues concourent vers un même point qui est le centre de simili- 
tude fi). 



1 1 Nous supposons que ce théorème est connu du lecteur ; il est du reste très-facile de le démontrer. 
Appelons I et J les points où la droite Ka rencontre les lignes P et Q ; If* triangles lai-, Jac respec- 
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On tracera généralement la droite BC parallèle à la ligne du cadre de l'épure, 
de manière que bc puisse être formé par un segment de cette ligne; mais la condition 
essentielle à laquelle il faut satisfaire, c'est que les diverses intersections se fassent 
sous des angles assez ouverts. 

69. Abaisser une perpendiculaire sur une droite R. du point éloigné où deux droi- 
tes P et Q se rencontrent \fig. 54). 

Des points a et b où la droite R coupe les lignes P et Q, nous abaissons des droites 
respectivement perpendiculaires sur Q et P ; leur point de rencontre c appartient 
à la perpendiculaire cherchée. On sait, en effet, que les trois perpendiculaires 
abaissées des sommets d'un triangle tel que P(JR sur les cotés opposés concourent 
vers uu même point c. La perpendiculaire abaissée de ce point sur R est donc la 
ligne cherchée. 



CHAPITRE IV. 

PROBLÈMES RELATIFS AUX ANGLES TRIÉDRES. 



70. Un angle trièdre présente trois angles plans et trois angles dièdres ; nous 
allons voirque quand troisde ces six angles sontdonnés, on peutdéterminerlesautres. 

Nous désignerons par ce, j9 et y les angles des faces, et par A, B, C les angles diè- 
dres qui leur sont respectivement opposés. Nous considérerons toujours ces derniers 
comme représentés par des angles plans d'un même nombre de degrés. 

Pour la facilité du langage, le plan de la figure sera supposé horizontal. 

Premier cas. 

71. Connaissant les faces a, /3 et y d'un angle trièdre, trouver les angles dièdres 
A, B et C. 

Nous traçons par un point S {fig. 55) les droites Sb, Se, Sa et S*, comprenant 
entre elles les angles donnés, et nous considérons les deux espaces angulaires bSc 
et b, Sa comme les rabattrfncnts de deux faces de l'angle trièdre sur le plan horizontal 
de la troisième face cSaj 

Prenons sur Sb et ib, deux points M et M, également éloignés de S, et traçons 
1 n ■ 

livement semblables à IAB et JAC donnent 

'** al _ab_ ai_ _ac_ 

An + fll~ AB' Àfl + aJ - AC" 



\ rapports sont égaux, vu la similitude des 'triangles ABC et abc, les longueurs AI et AJ sont 
"tyifc aussi égales, et par suite les points I et J se confondent. 

I. 4 
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les droites MEm, M,Dm respectivement perpendiculaires à Sr et Sa; si nous relevons 
les deux faces rabattues, en les faisant tourner autour de Se et de Sa, les points M et M, 
décriront des arcs de cercle qui auront leurs centres en E et en D, et se projetteront 
sur Em et Dm. Ces arcs sont sur une sphère dont le centre est en S, et dont le rayon 
est SM ; le point de rencontre m de leurs projections est la projection d'un point de 
la sphère où ils se coupent. Les droites S/» et SA, se confondent donc lorsqu'elles se 
projettent sur S/n; l'angle trièdre est alors recomposé. 

Lorsque la ligne EM est parvenue;» sa position définitive, elle forme avec sa pro- 
jection V. m et la projetante du point M un triangle rectangle dans lequel l'angle 
en E mesure l'angle dièdre C. Nous connaissons l'hypoténuse et un coté de ce 
triangle, nous pouvons donc le construire. Si nous le rabattons sur le plan hori- 
zontal par une rotation autour de sa base mE, son sommet se placera au point m' où 
la droite mm' perpendiculaire à mE rencontre l'arc décrit du point E comme centre 
avec EM pour rayon. L'angle m' Em est l'angle cherché C. 

On trouve de la même manière la grandeur m', lim de l'angle dièdre A. Les droites 
mm et mm', étant des rabattements d'une même projetante, doivent être égales. 

Si le point m se trouvait à gauche de Se, l'angle C serait obtus, et on obtiendrai! 
sa grandeur en prenant le supplément de l'angle toujours aigu m'Em. Quand le 
point m est dans l'angle opposé au sommet à cSa, les deux angles A et C sont obtus. 

72. Tous les points de la sphère dont nous avons parlé se projettent sur le plan 
horizontal, dans l'intérieur d'un cercle décrit du point S comme centre avec SM pour 
rayon. Quand les droites ME et M, L) se rencontrent hors de ce cercle, leur point 
d'intersection n'est la projection d'aucun point de la sphère, par suite les arcs 
décrits par les points M et M, ne se coupent pas, et il n'est pas possible de composer 
un angle trièdre avec les angles plans donnés. 

Si nous faisons varier la grandeur de l'angle aSA,, ou y, le point m prendra 
diverses positions sur la ligne M«, et, d'après ce que nous venons de voir, quand il 
sera sur les prolongements de cette corde, le problème n'aura plus de solution. Or 
il est facile.de reconnaître que si le point m se trouve au delà de n ou en deçà de M, 
c'est que l'angle 7 est plus petit que la différence aSu. fig. 5; ou plus grand que 
la somme aSjl, de |9 et de a. Il faut donc, pour que l'angle trièdre existe, que l'un 
quelconque des angles plans soit plus petit que la somme des deux autres. 

Si le problème n'avait pas de solution, on en serait averti par la construction 
même; l'hypoténuse Em' yfig. 55 ), qui est égale à EM ou En. se trouverait en effet 
plus petite que le coté V.m. 

La discussion que nous venons de faire est complète pour le cas où l'angle AS a, 
somme des deux angles a et jS que nous supposons invariable, est inférieur à 180 de- 
grés; mais quand il dépasse cette grandeur, c'est son supplément à 36o degrés 
qui est la limite supérieure de l'angle 7. Nous ne nous arrêterons pas à cette étude, 
qu'il est très-facile de faire sur une ligure établie pour ce cas. 
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Il existe ainsi une seconde condition : l'angle dièdre n'est possible que quand 
la somme des angles plans est inférieure à 36o degrés. 

75. Nous n'avojis déterminé que deux des trois angles dièdres; pour obtenir le 
troisième en conservant aux angle^donnés leur disposition sur la figun 55, nous 
traçons les lignes MG et M, H respectivement perpendiculaires à SA et àSA,; ceslignes 
comprennent dans l'espace l'angle H quand les laces cSA et aSA, sont remises en 
position ; elles forment alors un triangle dont la base est GH, et qu'on peut facile- 
ment construire rabattu sur le plan horizontal. Son sommet M' est déterminé par 
deux arcs de cercle ayant pour centres G et H, et pour rayons GM et HM,. L'angle 
GM'H est l'angle qfiercbé A. 

Le plan du triangle est perpendiculaire à la troisième arête, sa trace GH doit être 
par conséquent perpendiculaire à la projection Sm de cette droite fart. 40). Dans 
le rabattement, le sommet du triangle se meut dans le plan dont la trace est Sm, et 
le point iM' où il vient se placer doit être sur cette ligne. 

7i. Rien n'indiqué dans la construction si l'on a fait tourner les plans cSAet aSA, 
" «le manière à les élever au-dessus du plan de la ligure, ou à les abaisser au-dessous 
de lui : cela montre que les deux angles trièdres, qui peuvent être composés par 
ces mouvements différents, ont les mêmes angles dièdres. Ils ne sont pas superpo- 
sables, mais symétriques. 

On peut placer dans un ordre quelconque les trois angles donnés, ils corres- 
pondent toujours à un même angle trièdre et à son symétrique. 

75. Le point X ifig. 55) est à égale distance des points M, et m, parce qu'il se 
trouve surjes axes des deux rabattements. On peut donc déterminer la position du 
point m' sur l'arc Mm', par un second arc décrit du point N comme centre avec NM, 
pour rayon. Nous allons donner un exemple de cette construction qui est préfé- 
rable à celle que nous avons exposée, quand on ne cherche que l'angle dont l'arête 
est Se. ^ 

Dans le lever des plans, on a souvent besoin de réduire un angle à l'horizon, 
c'est-à-dire de déterminer la projection horizontale d'un angle connu y dont les 
cotés font, avec la verticale abaissée du sommet, des angles donnés a et p. 

Cette verticale et les deux côtés de l'angle y sont les arêtes d'un angle trièdre dont 
on connaît les trois angles plans. La projection demandée est l'angle rectiligne qui 
mesure le dièdre des faces verticales. 

Par un point S ( fig. 56; nous traçons quatre droites SA, Se, Sa et SA, formant 
entre elles les angles a, /S et y ; la seconde de ces lignes doit être verticale. Nous 
considérons les deux espaces angulaires ASe et A.Sa comme les rabattements de 
deux faces de l'angle trièdre sur le plan vertical de la face cSa. 

Nous prenons un plan horizontal déterminé par une ligne de terre EN : il coupe 
l'arête SA en un point M que nous rapportons en M, sur le second rabattement SA, 
de cette ligne, par un arc décrit du point S comme centre. 
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Supposons maintenant que l'on fasse tourner les laces bScct b, S a respectivement 
autour de Se et de Sa pour recomposer l'angle trièdre; le point M décrira dans le 
plan horizontal un arc de cercle dont le point E sera le centre; k point M, restera 
toujours;» la même distance de N. Nous pouvons donc déterminer par recoupement 
le point m du plan horizontal où les points M et M, se rejoindront. L'angle réduit à 
l'horizon est NEm'. 

La seule différence avec la figure 55, c'est que nous avons rabattu la face bSc sur 
la face a Se et non en dehors. 

Dans cet exercice, nous avons supposé les angles placés sur un plan vertical, pour 
avoir égard à la nature des données. • 

Deuxième ras. 

76. Connaissant deux faces a et ]3 d'un angle trièdre .euLqngle dièdre C qu'elles 
comprennent, trouver la troisième, face y et les dettx autres anjjjlks dièdres A et U. 

Par un point S fig. 58 ), nous traçons trois droites Sb, Se et Sa qui comprennent 
entre elles les angles plans donnés ; puis, d'un point M pris arbitrairement sur S/;, 
nous abaissons une perpendiculaire sur Se. 

Pour placer la face />Sr dans sa véritable situation par rapport à aSe, il faut la 
faire tourner autour de Se, jusqu'à ce que la droite ME forme avec EN l'angle 
donné C. Cette ligne ME. sa projection sur EN et la projetante du point M, sont 
alors les trois cotés d'un triangle rectangle dont nous connaissons l'hypoténuse ME 
et l'angle en E égal à C. Nous pouvons construire ce triangle sur le plan de la figure 
en supposant qu'il ait tourné autour de sa base. 

La position M, du point M, lorsqu'il est rabattu avec le plan de la troisième face, 
est sur la circonférence décrite «lu point S comme centre avec; SM pour rayon, sur la 
perpendiculaire à Sa abaissée de la projection m du point de l'espace, et sur la 
circonférence décrite du point N comme centre avec Thï pour rayon. Nous avons 
donc une vérification. 

La droite MN peut être considérée comme une ligne de terre ; E/w' est alors la 
lnc6 verticale du plan de la seconde face. 

Les trois angles plans sont maintenant connus; on achèvera la solution du 
problème comme il est dit aux articles 71 et 73. Il n'y a pas de cas d'impossi- 
bilité. 

Troisième cas. 

77. Connaissant deux faces a et ° d'un angle trièdre. et l'angle A oftposè à l une 
d'elles, trouver la troisième face y et les deux autres angles dièdres B et C. 

Par un point S [fig. 5$ ), nous traçons trois droites SA, Se et Sa qui comprennent 
entre elles les angles plans donnés. Nous menons ensuite une droite xK perpendi- 
culaire à Sa, et nous la considérons comme la trace d'un plan vertical que nous 
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rabattons; son intersection avec la troisième face est alors la ligne Ky qui fait avec 
Kx l'angle donné A. 

Toutes les données sont maintenant sur la ligure. 

D'un point M de Sb abaissons une perpendiculaire M.\ sur Se: si nous concevons 
que la face 6Scsoit ramenée dans sa véritable position par une rotation autour de S<\ 
les points M, E et N seront les sommets d'un triangle dont deux cotés EN et E.M 
sont connus ; le troisième coté considéré comme une droite indéfinie, a un de ses 
points projeté en r, car lu plan du triangle est vertical. 

En élevant rr\ perpendiculaire à xK, nous déterminons sur K y le point r\ du 
plan de la troisième face qui se projette enr; la grandeur de la projetante est 
donc rr\ . Si, par une rotation autour de EN, nous rabattons sur le plan horizontal 
le triangle dont nous avons parlé, le point qui se projette en rsc placera en f à une 
distance de EN égale à rr\ . La droite dont un segment forme le troisième coté du 
triangle est ainsi Nr'. 

En décrivant un arc de cercle du point E comme centre et avec EM pour rayon, 
on détermine les points m', et m, qui peuvent être indifféremment adoptés comme 
sommet du triangle, ou rabattement du point M de l'espace. 

Nous connaissons les distances de ces points au point N, et leur éloignement du 
point S qui est IIS; nous pouvons donc déterminer par des arcs de cercle leurs 
positions M, et M, quand la troisième face est rabattue sur le plan horizontal. On 
pourrait aussi déterminer les projections m, et m % , et abaisser de ces points des 
perpendiculaires sur Sa. 

Les droites Ky et Nr' sont les traces du plan de la troisième face, sur les plans 
verticaux dont les lignes de terre sont Kj- et Ne. La construction pour déterminer 
Nr' revient à celle que nous avons exposée pour le changement du plan vertical de 
projection ! art. 59 1. 

Pour avoir les grandeurs de l'angle C, il suffira de joindre les points /«', et m , 
au point E. L'angle B sera donné par la construction expliquée a l'article 75. 

78. On obtient autant de solutions que le demi-cercle M/i a de points communs 
avec la droite indéfinie Nr'. Un point de rencontre de cette ligne avec l'autre moitié 
du cercle, correspondrait à un angle trièdre dans lequel l'angle dièdre le long de Sa 
serait supplémentaire de A. 

D'après cette règle, et pourvu qu'on ait soin de faire toujours les rabatte- 
ments dans le même sens, par rapport au sommet S, que sur la figure 39, on 
reconnaîtra facilement s'il y a une ou deux solutions, ou si l'angle trièdre est im- 
possible. 

Sur \* figure 59 bis, on ne trouve qu'une solution. Le point rabattu en r" et en r\ 
est au-dessous du plan borizontal. 

Nous donnerons plus loin (art. 159 1 une solution différente et plus simple du 
problème de l'angle trièdre dans le troisième cas. 
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Quatrième cas. 

79. Connaissant une face fi d'un angle trièdre et les deux angles dièdres adja- 
rents A et C, trouver les deiur autres faces a et y et h troisième angle dièdre B. 

Après avoir tracé deux droites Se et Sa ïfig. 60 ) comprenant entre elles l'angle 
donné fi, nous prenons deux plans verticaux respectivement perpendiculaires à ces 
deux lignes; leurs traces que nous considérons comme des lignes de terre sont PE 
fl QD. Nous plaçons ensuite sous les inclinaisons voulues les traces Em' et Dm, des 
plans des faces inconnues sur les plans verticaux qui leur correspondent. Toutes les 
données sont maintenant sur la figure. 

Nous coupons les deux faces par un plan horizontal dont les traces verticales sonl 
les droites xyelx, v, respectivement parallèles aux lignes de terre, et situées au- 
dessus d'elles à une même hauteur, d'ailleurs arbitraire. Les droites d'intersection 
se projettent sur le plan horizontal suivant des parallèles à Se et Sa; leur point 
de rencontre m appartient à la troisième arète dont la projection est par consé- 
quent Sm. 

Il est maintenant facile de voir que si nous rabattons les faces sur le plan hori- 
zontal en les faisant tourner, l'une autour de Sr, l'autre autour de Sa, le point »/ 
de l'espace sera transporté d'un coté eu M et de l'autre coté en M,, et que par suite 
les angles plans cherchés sont bSc et A, Sa. 

I.e problème a toujours une solution. 

Hèsotution des problèmes par l'angle trièdre supplémentaire. 

HO. Nous montrerons plus loin art. Iô7 et 1 44), comment on résout directement 
les cinquième et sixième cas de l'angle trièdre, mais nous ferons connaître dès à 
présent une méthode qui peut servir à ramener les trois derniers cas aux trois pre- 
miers, et réciproquement. 

Concevons que d'un point s pris dans l'intérieur d'un angle trièdre S fig. G'i on 
abaisse des droites sa, sb et se respectivement perpendiculaires sur les laces BSC, CSA 
et ASB de l'angle, et qu'on prenne ces lignes pour les arêtes d'un second angle triè- 
dre dont les faces seront prolongées jusqu'à leur intersection avec celles du premier. 

Le plan csbV contenant les droites sb et se respectivement perpendiculaires aux 
laces ASC et ASB, est perpendiculaire à leur interjection AS. L'angle plan cVb 
mesure donc l'angle dièdre dont l'arête est AS, et comme les angles 6 et c du qua- 
drilatère Vbsc sont droits, on voit qu'un angle plan du deuxième angle trièdre esl 
supplémentaire de l'angle dièdre correspondant du premier. 

Nous avons vu que l'arête SA était perpendiculaire au plan Vbsc. Toutes les arête 
de l'angle S sont ainsi respectivement perpendiculaires aux faces de s, et par suite 
les angles plans de S sont supplémentaires des angles dièdres de t. Os deux angles 
trièdres sont dits supplémentaires l'un de l'autre. 
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81 . Si l'on connait les trois dièdres d'un angle irièdre, en prenant leurs supplé- 
ments on aura les angles plans de l'angle Irièdre supplémentaire que l'on résoudra 
par les constructions des articles 71 et 73. On aura alors les suppléments des angles 
plans de l'angle dièdre donné. 

On pourrait par le même procédé ramener au troisième cas celui où l'on donne 
un angle plan, l'angle dièdre opposé et l'un des deux autres, et le quatrième au 
second; mais il est généralement préférable de traiter directement ces divers 
problèmes. 

Angle trièdre trirectangle. 

82. Connaissant les projections des trois arêtes d'un angle trièdre trirectangle. 
trouver les angles que ces droites forment avec le plan de la figure. 

Nous supposons que les droites Sx, Sy et S; fig. 64 ; sont les projections des 
arêtes d'un angle Irièdre trirectangle, sur un plan que nous considérons comme 
horizontal. 

La hauteur du plan de projection étant arbitraire, nous pouvons prendre un point 
quelconque C de la droite S= pour trace de l'arête projetée sur cette ligne. Les 
traces des plans zSx et ;Sv sont alors les droites CA et CB respectivement perpen- 
diculaires à Sy et à Sx art. 40 1. La trace AB de la troisième face doit se trouver 
perpendiculaire à Ss. 

Nous prenons un plan vertical dont la ligne de terre XY est parallèle à dSz. La 
projection de l'arête SC passera par C, et la trace du plan opposé par*/'; ces deux 
lignes sont d'ailleurs à angle droit, et par suite la projection S' du sommet est sur 
le demi-cercle qui a Cd' pour diamètre. L'angle en C donne l'inclinaison de 
l'arête S;; on obtient les inclinaisons des autres arêtes en faisant tourner leurs 
plans projetants, autour de la verticale du point S. jusqu'à les rendre parallèles au 
plan vertical. 

85. On ne trouvera une solution que quand la perpendiculaire abaissée du point 
S surXY rencontrera le demi-cercle; mais on doit se demander si, cette condition 
étant satisfaite, l'angle trièdre que l'on obtiendra sera nécessairement trirectangle. 

Reprenons les constructions. Nous menons d'un point C de S s deux droites CA 
et CB respectivement perpendiculaires à Sj et Sx, et nous traçons AB ; cette droite 
sera toujours perpendiculaire à S:, parce que les trois perpendiculaires abaissées 
des sommets d'un triangle sur le cotés opposés se*rencontrent en un même point. 
Nous sommes ainsi assuré que la ligne AB se projette verticalement en un point d', 
et nous pouvons déterminer une hauteur *S' du sommet, pour laquelle l'arête S; est 
perpendiculaire à la face xSy, et par conséquent aux deux arêtes Sx et Sy ; mais 
chacune de celles-ci est déjà perpendiculaire à la trace horizontale de la face qui 
lui est opposée, elle est donc perpendiculaire à cette face, et l'angle déterminé est 
trirectangle. 
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Pour que la verticale fS' rencontre le demi-cercle, il faut que chacun des angles 
xSy, vS; et z Sx soit compris entre 90 et 180 degrés. Il est facile de voir, en effet, 
que si l'on fait tourner la droite Sx, de manière qu'elle fasse un angle aigu avec 
Sy nu avec Ss, le point a" passera en deçà de s { 1 ). * 

Quand deux des droites données Sx et Sy sont à angle droit, la troisième S: doit 
être confondue avec l'une d'elles ou sur son prolongement, et le problème est indé- 
terminé. 

8 t. En modifiant l'ordre dans lequel les différentes lignes de la figure dit sont 
tracées, on y trouvera la solution des problèmes qui consistent à tracer la pro- 
jection d'un angle trièdre trirectangle quand on connaît la projection Ss d'une 
arête, son inclinaison et l'iuclinaison d'une autre arête, ou bien les projections Ss 
el Sy de deux arêtes, et l'inclinaison de l'une d'elles. 



(1) Si deux droites qui se rencontrent à angle droit dans l'espace, percent le plan horizontal l'une 
en A et l'autre en B, l'angle ASB de leurs projections est nécessairement obtus; il serait droit si les 
lignes étaient dans le plan de projection, mais il ne peut pas être aigu. Les deux angles BSC et CSA 
supplémentaires à 36o degrés doivent être obtus par la même raison 11 est d'ailleurs évident que 
quand ces conditions sont satisfaites, le point S se trouve entre la trace C et la droite AB, et que, par 
suite, la verticale iS' rencontre le demi-cercle. 
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LIVRE DEUXIÈME. 

CYLINDRES, CONES ET SURFACES DE RÉVOLUTION. 



CHAPITRE PREMIER. 

COURBES PLANES ET S UHF ACES COURBES. 



Courbes planes. 

Ho. I ne ligne est le lieu (les positions d'un point mobile; elle est plane quand 
le point se meut dans un plan lixe. Nous ne nous occuperons dans ce chapitre que 
des lignes planes. 

En général, quand la» loi du mouvement ne change pas, la ligne ne présente ni 
angle ni point d'arrêt 11 ; elle se développe indéfiniment comme une droite, ou se 
replie sur elle-même comme un cercle. 

Hti. Considérons une droite MX fig. 6">j qui coupe une ligne courbe en deux 
points, et faisons-la tourner autour de l'un d'eux M; le second point de section N 

prendra successivement les positions n, n,, /»,, n 3 On conçoit qu'il y aura un 

moment où le point N sera confondu avec M; la droite dans cette position unique 
êst dite tangente; elle n'a qu'un point de commun avec la partie considérée de la 
courbe. 

M7. Les tangentes d'une courbe en deux points A et B peuvent être île cotés 
différents, comme cela a lieu sur la figme GC». Dans ce cas, il y a entre A et B un 
point i' inflexion M où la tangente est en partie d'un coté, et en partie de l'autre. 

Si l'on suppose que la droite \\b se transporte en restant toujours tangente à la 
courbe, mais en des points de plus en plus rapprochés de M, le point de section b 
se rapprochera du point de contact B, et viendra se confondre avec lui en M. On 
voit qu'à un point d'inllexion, un point de contact et un point de section sont réunis, 
et que, par suite, il faut considérer la courbe comme ayant avec sa tangente un con- 
tact plus intime que dans le cas ordinaire. 



! 1 1 Quelques courbes exceptionnelle» ne sont pas soumises à celle règle ; aimi la perspective de la 
logarithmique a deux points d'arrêt a distance finie, et la logarithmique elle-même en a deux à 
distance infinie. Mais nous ne devons pas nous occuper de ces singularilcs, qui n'ont aucune impor- 
tance pour les questions que nous avons à examiner. 

I. 5 
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A un point d'inflexion, la tangente TT forme transition entre les sécantes qui 
coupent la courbe en trois points, telles que NP, et celles qui la rencontrent seule- 
ment au point M. 

Lorsque la droite MA se meut en restant tangente à la courbe, elle tourne dans 
un certain sens jusqu'à ce «pie le contactait lieu en M; elle prend ensuite des posi- 
tions parallèles a celles qu'elle vient de quitter. La tangente d'une courbe en un 
point d'inflexion fait donc avec une droite quelconque du plan, un angle plus petit 
ou plus grand que les tangentes aux points voisins; celle circonstance peut servir 
à la déterminer fart. 115). 

88. Il arrive quelquefois qu'une courbe présente un rehmusscmcnl ijig. 67 ou 68,. 
Il faut concevoir que la vitesse du point mobile qui décrit la ligne diminue gra- 
duellement, devienne nulle en un point M, puis prenne une direction de sens 
contraire de manière que la position de la tangente varie d'une manière continue. 
Le rebroussemenl est de première ou de seconde espèce, suivant que les deux bras 
sont ou non d'un même coté de la tangente MT. 

8». Une courbe telle que MA [fig. 691 présente un nœud ou point double 
en M, 

Quand une courbe varie «le forme d'une manière continue, un rebroussement se 
présente quelquefois comme une feuille MA réduite à uu point. La ligne qui a un 
rebroussement est alors une transition entre les lignes qui ont un nœud et celles 
qui n'en ont pas. 

lin général, on appelle point nudité un point par lequel passent plusieurs arcs 
d'une même courbe. 

90. Quand on est assuré qu'une courbe ne présente ni nœud ni rebroussement, 
on peut obtenir uue tangente en faisant mouvoir une sécante d'une manière quel- 
conque, jusqu'à ce que deux points de section viennent se confondre avec le point 
«jue l'on considère sur la courbe. Celle méthode est souvent plus commode que celle 
que nous avons indiquée à l'article 87. 

91. La droite est la plus simple Avs lignes qui s'étendent à l'infini. 
Considérons une droite AB I fig. 701 et une sécante P/n, puis faisous tourner celte 

dernière ligne autour d'un de ses points P. de manière que le point de rencontre 
m prenne successivement différentes positions m,, m 2l ... en s'éloignant îndéfini- 
ment vers la gauche; dans une certaine position la sécante sera parallèle à AB, le 
pointdc rencontre, toujours unique, sera alors à l'infini sans qu'on puisse le supposer 
plutôt d'un coté que de l'autre. Si la sécante continue son mouvement de rotation, 
le point revient de l'infini par la droite de la ligure. 

On voit qu'on peul considérer une droite comme une courbe fermée, dans laquelle 
uu point situé à l'infini forme la jonction des deux bras qui s'étendent dans les deux 
sens opposés. 

Quand une courbe se développe indéfiniment, elle a ainsi un point situé à l'infini, 
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* et elle ne s'arrête pas plus à ce point qu'à tout autre; un second bras distinct du 
premier doit s'étendre vers le même point situé à l'infini. 

Une courbe a autant de brandies infinies qu'elle a de points situés à l'infini. Cha- 
que branche est formée de deux bras qui se rejoignent à l'infini. 

92. Nous avons dit art. 8î» qu'une courbe ne présentait pas d'angle, c'est-à-dire 
que les deux parties «, M et NM fig. 65 ;, qui se réunissenten un point quelconqueM, 
ont la même tangente MT. 11 en est de même pour un point situé à l'infini ; les deux 
bras MC, QE 71 .!, qui s'y réunissent, ont la même tangente AB : cette droite 
est appelée <uri'mptote. 

11 arrive quelquefois que la tangente d'une courbe au point situé à l'infini se 
trouve tout entière à l'infini: on dit alors que la courbe n'a pas d'asymptote. 

On obtient une asymptote, comme toute autre tangente, en considérant une 
sécante MX, et en la faisant mouvoir de manière que les points de section M et N 
arrivent ensemble à l'infini. On peut prendre deux points M et Q sur les deux bras 
et les réunir à l'infini, en les éloignant indéfiniment en sens opposé; au moment 
où ils se confondent, la sécante MQ devient asymptote. 

Quelques courbes présentent des points multiples et des rehaussements à l'in- 
fini; nous étudierons ces circonstances plus loin. Nous nous bornerons à dire ici 
que pour les lignes de ce genre on n'est pas assuré d'avoir une asymptote en faisant 
mouvoir une sécante de la manière que nousvenonsd'indiquer.ll faut pouvoir con- 
sidérer une droite GH qui rencontre la courbe au point situé à l'infini, et la transpor- 
ter parallèlement à elle-même jusqu'à ce qu'un point de section P rejoigne celui-là. 

95. On considère quelquefois des courbes qui se modifient graduellement, 
comme ferait un cercle dont le rayon varierait et dont le centre parcourrait une 
ligne. Quand la courbe n'a ni point multiple ni rebroussement, et qu'elle n'é- 
prouve dans sa forme aucun changement brusque, une sécante fixe ou mobile devient 
tangente dès que deux points de section se confondent en un seul. Si la réunion a 
lieu à l'infini, la droite est asymptote. 

9f . Considérons le cercle déterminé par les conditions de toucher en un point M 
une courbe a|9 { fig 72}, et de passer par un autre point N de cette ligne. Si l'on 
suppose que le point N se déplace, le cercle se modifiera; il aura un contact plus 
intime avec la courbe, lorsque ce point de section sera réuni au point de tan- 
gence M. On dit alors que le cercle est osculateur. 

L'arc NM n'existant plus, le cercle est du coté de la convexité de la courbe sur la 
gauche du point M ( fig. 73), tandis que sur la droite il est toujours resté du coté 
de la concavité : il la traverse donc en M sans cesser d'avoir la même tangente. Cette 
propriété est caractéristique du cercle osculateur, car si le point N continuant son 
' mouvement passe à droite de M (fig. 71), l'arc de cercle compris entre eux se 
trouvera du coté de la partie convexe de la courbe. 

Si l'on considère la série des cercles qui passent par un point d'une droite, et qui 
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ont leur centre sur cette ligne, on verra que l'un d'eus, relui qui a son rentre à * 
l'infini, se transforme en une ligne droite. 11 peut donc arriver que la tangente 
remplace le cercle oseulateur et en ait les propriétés; elle traverse alors la eourlie. 
rt il y a inflexion [art. 87). 

A un point de rcbroussement le rayon du cercle oseulateur est nul; on le 
reconnaît facilement en considérant un rehroussement comme une feuille réduite à 
un point. 

Le cercle oscillateur peul se trouver, près du point de contact, d'un même coté 
delà courbe. Cela arriverait si, quand le point X se confond avec M : 72 ,1e point I' 
s'y réunissait aussi. 

ÎK». Considérons sur une courbe deux points M et C Jig.-L\\ peu éloignés l'un 
de l'autre, et les droites MO et GO qui sont perpendiculaires aux tangentes, c'est- 
à-dire normales ; en divisant l'arc M G par le nombre abstrait qui indique la gran- 
deur de l'angle MOG, l'angle droit étant représenté par la moitié du rapport de la 
Circonférence au diamètre, nous aurons une longueur qui. si la courbe était un cer- 
cle, serait son rayon. Supposons maintenant que le point G se rapproche indéfi- 
niment de M; plus l'arc M G sera petit, moins il différera d'un arc du cercle oscu- 

lateur en M, et la limite du rapport ^— sera le rayon de ce cercle. L'angle MOG 

est égal à celui des tangentes en M et en G; un l'appelle angle de contingence quanti 
le point G est infiniment voisin du point M : il est alors infiniment petit. 

Le cercle oscillateur fait juger de la courbure d'une ligne en un point: plus son 
rayon est grand, plus la courbure est petite. D'après cela, le centre du cercle oseu- 
lateur est souvent appelé centre de courbure, et son ravon rayon de courbure. 

96. Deux courbes sont tangentes quand elles sont touchées en un point commun 
par une même droite. Si l'une des courbes roule sur l'autre en lui restant toujours 
tangente, lorsque l'arc compris entre un des points où elles se coupent et le point 
de contact devient nul, il y a oscillation ou langent »' du second ordre, et les courbes 
se traversent. Si deux points de section se réunissent eu même temps au point tic 
contact, la tangence s'élève au troisième ordre, et les courbes ne se traversent pas. 

Dans l'oscillation les courbes ont trois points communs réunis en un seul; dans 
la tangence du troisième ordre elles en ont quatre, et ainsi de suite, car on consi- 
dère quelquefois des contacts d'un ordre plus élevé. 

97. Une ligne regardée comme la solution d'un problème spécial peut avoir des 
points d'arrêt; ainsi le diamètre d'un cercle, lieu des milieux d'une série de cordes 
parallèles, est une droite limitée aux points où elle rencontre la circonférence; ainsi 
encore la projection horizontale d'un cercle situé dans un plan vertical est un 
segment de droite. 

Les parties d'une ligne qui forment ainsi la solution du problème spécial dont 
on s'occupe, sont appelées utiles, et les antres parasites. 
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98. Une courbe est géométrique qmnà elle est soumise dans sa génération à une 
loi déterminée; on la dit graphique lorsqu'elle a été tracée d'après des considérations 
de forme gracieuse, ou autres de même nature, qui ne sont pas susceptibles d'être 
mathématiquement définies. Les considérations que nous venons de présenter ne 
sont complètement applicables qu'aux courbes géométriques. 

Une courbe graphique n'existe que là où elle est tracée; elle n'a donc ni partie 
parasite, ni branche infinie. Elle peut avoir des points d'arrêt et des angles; mais 
dans les parties où sa courbure parait bien continue, elle se présente comme une 
courbe géométrique, et les considérations que nous avons développées pour les tan- 
gentes et les rayons de courbure lui sont applicables. 

Certaines lignes participent de la nature des deux genres de courbes dont nous 
venons de parler. Ce sont celles que l'on obtient en projetant les courbes graphiques, 
ou en leur faisant éprouver diverses autres transformations géométriques. Nous 
nous bornons quant à présent à signaler ces lignes. 

99. Le cercle est la seule courbe géométrique qu'il soit facile de tracer d'un 
mouvement continu. Il existe pour quelques autres lignes des compas fort ingé- 
nieux, mais il y a presque toujours quelques difficultés à les ajuster et à les placer 
dans la position convenable pour l'arc que l'on veut avoir: aussi les instruments 
de ce genre ne sont que très-peu employés. 

En général, pour tracer une courbe géométrique, on détermine d'après la loi de 
sa génération un nombre de points suffisant pour que sa forme soit bien détermi- 
née, puis on les réunit par un trait continu que l'on corrige jusqu'à ce qu'il présente 
une apparence satisfaisante. C'est un travail auquel il est essentiel de formel 
son œil et sa main, lorsqu'on veut s'occuper des arts graphiques. Toutes les fois 
que la forme de la courbe n'est pas nettement accusée, il faut chercher de nouveaux 
points, ou mieux encore construire des tangentes. On doit éviter de trop multiplier 
les points: de petites erreurs peuvent s'introduire dans leur position, par suite 
de l'imperfection des tracés, et alors si leur nombre était très-grand, on serait 
conduit à donner à la ligne une courbure irrégulièrement ondulée qu'elle ne doit 
pas avoir. 

Bien qu'en général on n'ait pas besoin de tracer sur de grandes longueurs 
les branches des courbes qui s'étendent à l'infini, il est cependant souvent néces- 
saire de déterminer les asymptotes, afin de bien comprendre la disposition des dif- 
férentes parties. 

100. Pour mener une tangente à une courbe graphique par un point donné hors 
de la courbe, on fait passer une règle par ce point, et on la fait tourner jusqu'à ce 
que son bord affleure la courbe. Sa position est alors bien déterminée. 

On ne peut pas opérer d'une manière analogue quand c'est le point de tangence 
C qui est donné [fig-l*»)- La position limite de la règle présente alors beaucoup 
d'incertitude si la courbure de la ligne est un peu grande. 
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On prend alors sur la courbe deux ou trois points en deca du point C et autant 
au delà, on traee les sécantes qui passent par ces divers points et par le point C, et 
on les coupe par un arc de cercle décrit du point C comme centre. On porte sur 
chaque sécante Ca, h partir de l'arc, une longueur aa égale à la corde AC; enfin 
on trace une courbe par les points «, j8, ainsi obtenus : elle coupe l'arc de 

cercle en un point c qui appartient à la tangente, car la corde doit être nulle sur la 
droite Ce. 

Si nous faisons tourner la droite ACo autour du point C, il pourra arriver que 
dans une certaine position V/> la corde PC soit égale au rayon du cercle abc. Le 
point a sera alors en C, et la droite ACo, ordinairement sécante de la courbe auxi- 
liaire, lui sera devenue tangente. 

Si la courbe coupait l'arc de cercle sous un angle trop petit, on pourrait la mo- 
difier en portant sur les sécantes des longueurs doubles des cordes. 

Les courbes auxiliaires du genre de celles que nous venons d'employer sont 
appelées tourbes d'erreur. Nous allons donner un autre exemple de ce mode de 
solution. 

101. Lorsque l'on a tracé une tangente à une courbe graphique par un point 
extérieur, on a quelquefois besoin de déterminer son point de contact d'une manière 
plus précise qu'on ne pourrait le faire à la simple vue. Il existe pour cela une con- 
struction assez facile. 

Nous menons des sécantes parallèles à la tangente TT' [fig. 76), et par les points 
où elles rencontrent la courbe, nous leur élevons de cotés différents des perpendi- 
culaires sur lesquelles nous portons, à partir de la tangente TT', des ordonnées 
égales aux cordes déterminées, par la courbe donnée sur les sécantes. Ainsi les 
longueurs aa et a, a, sont égales à AA,. Les points a, b, c, c,, b,, a, étant déter- 
minés d'après une même loi, appartiendront à une courbe qui passera évidemment 
par le point cherché, et qui sera continue si la proposée l'est. 

La première sécante CC, doit être aussi rapprochée de la tangente que le permet 
la condition essentielle qu'il n'y ait pas d'incertitude sur la position précise des 
points où elle coupe la courbe. La seconde sécante Hit, étant également peu éloignée 
de la première, ou trouvera souvent que les quatre points b, c, c, et b t spnt à peu 
près en ligne droite. La ligne aMa, serait même rigoureusement droite, si la pro- 
posée était symétrique par rapport à sa normale au point M. 

La courbe d'erreur coupe la tangente TT, sous un angle dont la tangente trigo- 
noinélrique est é^ale à 2. 

11 n'est pas nécessaire que lesordonnées soient exactement perpendiculaires à TT,; 
il sultit qu'elles soient bien parallèles ( 1 ). 



(l) Kn modifiant librement la construction que nom venons d'expliquer, on résout le problème 
qui consiste à déterminer le point d 'une eourbe donnée où la tangente est parallèle h une droite donnée. 
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102. On a souvent des moyens exacts pour tracer des tangentes aux courbes 
géométriques; dans tous les cas, on peut appliquera ces lignes les procédés que 
nous venons de faire connaître pour les courbes graphiques. 

S'il s'agit de mener une tangente à une courbe en un point C [Jig. 75 ) , on appuiera 
la construction sur des points A, B, D, E qui auront été déterminés directement. Il 
ne sera pas nécessaire que la courbe soit tracée. 

La construction exposée à l'article 101 pour avoir le point de contact d'une tan- 
gente exige que la courbe soit tracée ou au moins que l'on connaisse des 
points situés sur des parallèles à la tangente. La construction serait encore juste si 
les sécantes étaient soumises dans leur position à une même loi, mais on ne pourrait 
pas opérer sur des points A, B, C espacés d'une manière arbitraire. 

105. On emploie quelquefois une courbe d'erreur pour déterminer, sur la nor- 
male d'une courbe , la position du centre du cercle osculateur, mais ces tracés 
exigent beaucoup de soin quand on veut opérer avec exactitude. On obtient le centre 
de courbure avec un degré de précision qui suffit généralement dans la pratique, en 
le supposant un peu loin sur la normale, et le rapprochant progressivement jusqu'à 
ce que le cercle, d'abord complètement extérieur dans la partie voisine du point de 
contact, arrive à traverser la cortrbe. 

104. Supposons que l'on prenne sur une courbe un certain nombre de points, et 
qu'on les considère comme les sommets d'un polygone; cette ligure différera beau- 
coup de la courbe : mais en multipliant progressivement le nombre des côtés, on 
diminuera la différence, et on conçoit que si cette opération était poursuivie indéfi- 
niment, le polygone se rapprocherait aussi indéfiniment de la ligne considérée. C'est 
ce que l'on exprime en disant qu'une courbe est un polygone d'un nombre infini 
de côtés infiniment petits. 

Cette considération permet d'étendre aux courbes les propriétés des polygones 
qui, comme les théorèmes de similitude, sont indépendantes du nombre et de la 
grandeur des côtés. 

Nous voyons donc qu'il y a des courbes semblables entre elles : les grandeurs 
linéaires homologues y sont dans un même rapport; les cordes homologues com- 
prennent des angles égaux, et si elles sont parallèles, les figures ont un centre com- 
mun de similitude. 

105. La direction d'une ligne en un point est celle de sa tangente. L'angle de 
deux courbes qui se rencontrent est déterminé par l'angle de leurs tangentes au 
poiut commun. On les dit normales quand elles se coupent à angle droit. 

Un diamètre est le Heu. des milieux d'un système de cordes parallèles. 
Un axe est un diamètre rcctiligne perpendiculaire aux cordes qu'il partage eu 
parties égales. 

La projection d'un diamètre d'une courbe est évidemment uu diamètre de la 
projection. 
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4o LIVRE II. - CVLINDRES, UONfcS ET SURFACES DE REVOLUTION. 

Surfaces courtes. 

I0(>. l ue sii/face est le lieu des positions d'une courbe qui se meut et qui carie de 
forme suivant des lois continues. Cette courbe se nomme génératrice. 

Une même .surface peut être considérée comme engendrée par une courbe mobile 
et variable, d'une infinité de manières différentes. 

Quand la génératrice est assujettie à rencontrer certaines courbes, ces lignes 
prennent le nom de directrices. 

Les génératrices et les directrices ne sont pas toujours planes, mais nous les 
supposerons telles jusqu'il ce que nous avons étudié les courbes qui ne sont pas 
comprises dans un même plan et que l'on appelle gauches. Cette restriction ne 
nous empêchera pas d'étudier les surfaces d'une manière générale, car on peut 
toujours les considérer comme engendrées par des courbes planes. 

Nous supposerons enfin que la génératrice et les directrices sont des courbes 
géométriques. 

107. Une surface peut avoir îles parties parasites. Si l'on considère un plan connue 
étant engendré par une droite toujours tangente à un cercle, la surface du cercle, 
quoique faisant partie du plan, ne sera pas compris? dans la définition. 

Un cercle engendre une zone spbérique lorsqu'il tourne autour d'une droite qui 
rencontre la perpendiculaire élevée à £on plan par son centre. Les parties de la 
sphère situées en deçà et au delà de la zone sont rattachées à cette génération comme 
parties parasites. 

108. Si trois couches A, B, C qui se croisent en un point M fig. 77) appartiennent à 
une même surface, leurs tangentes en ce point sont dans un même plan. 

l'uni- le prouver, nous considérons la courbe A comme appartenant à un système 
de génératrices situées dans des plans parallèles. L'une d'elles a, peu éloignée de A, 
rencontre les courbes B et C en des points n et r, et les trois sécantes ,M«, Mr et nr 
sont dans un même plan. Ce résultai ayant lieu pour les diverses génératrices, tant 
en deçà qu'au delà de A, subsiste nécessairement pour la courbe A; les sécantes 
sont alors tangentes aux trois lignes considérées : leur plan est le plan tangent de la 
surliice. 

Le plan tangent à une surface en un point, déterminé par les tangentes à deux 
des courbes de la surface qui passent par ce point, contient donc les tangentes de 
toutes les autres. 

Ce théorème cesse d'être vrai quand la courbe génératrice a éprouve dans sa forme 
un changement brusque, au moment où son plan passe par le, point M. C'est un cas 
que nous aurons l'occasion d'étudier. 1 

Une droite tangente à une surface est une sécante dont deux points de section 
sont reunis en un seul. Toute droite tangente à une courbe tracée sur une surface 
e>t tangente à la surface. 
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La normale à une surface en un point est la perpendiculaire au plan langent en ce 
point. 

109. Il résulte du théorème que nous venons d'établir, qu'une surface courbe 
peut être considérée comme composée de facettes, c'est-à-dire connue un polyèdre 
ayant un nombre infiui de faces infiniment petites, et, par suite, que les surfaces 
courbes ont toutes les propriétés des polyèdres qui ne dépendent ni du nombre ni 
de la grandeur des faces. 

Les théorèmes de similitude s'étendent donc immédiatement des polyèdres aux 
surfaces courbes. 

CHAPITRE IL 

DÉFINITION ET REPRÉSENTATION DES CVUNDRES ET DES CONES. 

Définition, représentation et principales propriétés du cylindre. 

110. Un cylindre est une surface engendrée par une droite qui se meut en restant 
toujours parallèle à une même droite. 

Pour définir un cylindre, on donne une droite à laquelle la génératrice rectiligue 
doit rester parallèle, et une directrice qu'elle doit rencontrer. Une infinité de cour- 
bes différentes peuvent être considérées comme directrices d'un même cylindre, 
mais dans les premières études nous prendrons toujours une ligne tracée sur le 
plan horizontal. 

111. Connaissant la projection horizontale d'un point d 'un cylindre, déterminer sa 
projection verticale. 

Soient A la trace du cylindre ijig. 79,1, (D, D'j la droite de parallélisme, et m la 
projection donnée. 

La génératrice de la surface qui passe par le point cherché a pour projection hori- 
zontale la droite mn parallèle à D, et perce le plan horizontal au point n de la 
trace A. La projection verticale de la génératrice est la parallèle à D' menée par le 
point n'; il ne reste plus qu'à relever m en m' par une perpendiculaire à la ligne 
de terre. 

La droite mn rencontre la trace A en un second point r, trace d'une autre géné- 
ratrice dont un poiut se projette en m. On trouve ainsi une seconde solution m". 

112. Si la ligne menée par le point m parallèlement à D ne rencontrait pas la 
trace A, il n'y aurait pas de solution. D'après cela les deux droites P et Q tangentes 
à A et parallèles à D sont, sur le plan horizontal, la limite de la projection des points 
du cylindre, ou son contour apparent. Si l'on suppose que la surface recouvre un 
corps en relief, ces droites devront être tracées en trait plein. 

Le point (m, m' est plus élevé que le point [m, m"), et, par conséquent, il le 
I. 6 
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cache sur la projection horizontale. Les génératrices qui ont leur trace sur 
l'arc pkq sont ainsi vues, tandis que les autres sont cachées. 

Il peut arriver que la trace du cylindre considéré ait plus de deux tangentes 
parallèles à D, qu'elle n'en ait qu'une, ou même pas du tout. On discutera chaque 
cas comme celui que nous venons d'examiner. 

1 13. Si l'on se donnait la projection verticale m' [fig. 79) d'un point du cylindre, 
par des raisonnements analogues et la même construction faite en ordre inverse, 
on déterminerait deux projections horizontales correspondantes m et m, . 

La projection verticale de la surface est limitée aux droites K' et I' parallèles à D'. 
et menées par les points k et 9 où laJigne de terre est rencontrée par les tan- 
gentes kk et iï qui lui sont perpendiculaires. 

1 1 11 cylindre est géométriquement délini par sa trace et une droite de paral- 
— — lélisme^ mais pour qu'il soit représenté, il faut ajouter les lignes de contour appa- 
rent; elles donnent d'ailleurs la direction des génératrices, et rendent inutile une 
droite de parallélisme. 

Le corps, s'il existe réellement, sera limité, et pour le représenter il sera néces- 
saire d'avoir la projection de ses bases; mais nous ne nous occupons pas encore de 
ces questions. 

115. Le plan tangent à un cylindre en un point est tangent tout le long de la 
génératrice qui passe par ce point. 

Soient A et a {fig. 78) deux points quelconques d'une génératrice G; M et m deux 
courbes tracées par ces points, et G' une autre génératrice de la surface. 

Les droites G et G' étant parallèles, déterminent un plan qui contient les sécantes 
L' et m des courbes M et m. Si l'on suppose que la génératrice G' se meuve sur la 
surface, en se rapprochant de G, les points B et b s'avanceront respectivement vers A 
et a, et se confondront avec eux quand G' sera réuni à G. Les lignes U et useront 
alors tangentes à M et m, et leur plan contenant la génératrice rectiligne qui est sa 
propre tangente en A comme en a, sera tangent en ces deux goints. Il le serait de 
même en tout autre point de la droite G. 

La proposition que nous venons d'établir ne cesse pas d'être vraie quand la 
directrice du cylindre est une courbe graphique; mais on ne doit pas s'appuyer 
pour sa démonstration sur le théorème général du plan tangent aux surfaces géo- 
métriques (art. 108). Voici comment on peut raisonner : si nous concevons qu'un 
plan passant par la génératice G 'fig. 781 tourne autour de cette droite, lorsque 
le second point B où il coupe la directrice U sera réuni au point A, la génératrice G' 
sera eonfondue avec G, et toutes les droites situées dans le plan mobile, et non 
parallèles h G, seront devenues tangentes au cylindre. On voit donc que le plan 
déterminé par la génératrice G et la tangente à la directrice U en A, contient toutes 
les tangentes du cylindre aux divers points de la génératrice G, et par suite qu'il 
est tangent tout le long de cette droite. 
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Cette démonstration suppose que la directrice U ne présente pas de changement 
brusque de direction en A, en d'autres termes qu'elle y admet une tangente unique. 
Dans le cas contraire, le théorème cesse d'être vrai, ou du moins il faut considérer 
la surface comme composée de deux cylindres qui se coupent suivant la généra- 
trice, et dont chacun a son plan tangent. 

H6. La tangente a la trace m (Jig.&o) d'un cylindre sur un plan P, en un 
point a, est l'intersection du plan tangent le long de la génératrice A a, avec le plat». 

L'ensemble des droites qui projettent sur un plan P (Jig. 80) les différents points 
d'une courbe M, forment un cylindre dont la trace m, sur le plan, est la projec- 
tion de M. 

Le plan projetant d'une tangente T est tangent au cylindre projetant de M, tout 
le long de la projetante du point de contact A, et par suite sa trace /, projection 
de T, est tangente h m. Il résulte de là que la projection de la tangente à une 
courbe est tangente à la projection de la courbe. Nous n'avons pas supposé que les 
génératrices du cylindre fussent perpendiculaires au plan de projection; la pro- 
position sera donc encore vraie, si les projetantes toujours parallèles entre elles 
sont inclinées sur ce plan. Nous devrons quelquefois employer ce genre de pro- 
jection. 

Quand la tangente à une courbe est perpendiculaire au plan de projection, elle y 
est représentée par un point. Si la courbe est plane, sa projection est alors uni- 
droite, et il n'y a pas à rechercher sa tangente. 

La projection de la normale d'une courbe n'est pas, en général, normale à la pro- 
jection de la courbe (art. 46). 

117. Un cylindre est dâ'eloppable, c'est-à-dire qu'on peut dérouler une telle 
surface sur un plan, sans contraction ni distension d'aucune de ses parties, mais 
par de simples flexions. Si la directrice est une courbe fermée, il faut supposer que 
le cylindre a été coupé au préalable le long d'une génératrice. 

Pour démontrer celte propriété, considérons une surface de prisme, sans base 
[ftg. 81); on peut concevoir que la face P tourne autour de l'arête B pour se placer 
dans le plan Q, et que ces deux faces réunies se mettent dans le plan R par une 
rotation autour de C. En continuant ce mouvement autour des différentes arêtes, on 
développera la surface. 

Cette propriété n'étant dépendante ni du nombre ni de la grandeur, des faces, est 
encore vraie quand le polygone G, directeur du prisme, devient une courbe; la sur- 
face est alors un cylindre. 

118. Dans le développement du prisme, les côtés ab, bc,... d'un polygone quel- 
conque G I Jig. 81) tournent autour des droites A, B,... et par suite les angles 
que chacun d'eux forme avec les arêtes qui passent à ses extrémités, ne sont pas 
altérés. Cette propriété s'étend naturellement au cylindre ; les angles que la direc- 
trice ou toute autre courbe forme avec les génératrices, ne sont pas modifiés lorsque 

6. 
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l'on déroule la surface, et par suite l'angle formé par deux courbes tracées sur un 

eyliudre est égal à celui de leurs transformées par développement. 

Les génératrices restent parallèles comme les arêtes du prisme. 

La section droite, c'est-à-dire l'intersection du cylindre par un plan perpendi- 
culaire aux génératrices, devient une ligne droite. 

Définition, représentation et principales propriétés du cône. 

Ilî). Le cone diffère du cylindre en ce que la génératrice reetiligne, au lieu 
de rester parallèle à elle-même, passe par un point lixe que 1*00 nomme sommet. 
Un cône est défini par la position du sommet [s, t') {fig. 82), et par une directrice A 
que nous prendrons généralement sur le plan horizontal. 

Quand la génératrice est une droite indéfinie, ses deux parties en deçà et au delà 
du sommet décrivent «les nappes distinctes qui se réunissent à ce point. 

120. Si l'on cherche la projection verticale d'un point situé sur le cône, et dont 
la projection horizontale m est connue, en opérant comme il est expliqué à l'ar- 
ticle 1 1 1 pour le cylindre, on trouvera sur le plan vertical deux points m' et m", et 
on reconnaîtra que, sur le plan horizontal, toutes les projections des points de la 
surface sont comprises entre les droites P et Q menées du point s tangenliellement 
à la trace A. Ces lignes forment le contour apparent du cone sur le plan horizontal. 

Lorsque du point s on ne pourra pas mener une tangente à la trace A, il n'y aura 
pas de contour apparent sur le plan horizontal, cl tout point de ce plan sera la pro- 
jection d'un point de la surface. 

A un point m', projection verticale d'un point du cone, correspondent sur le plan 
horizontal deux points m et m,. Le contour apparent de la surface sur le plan ver- 
tical est donne par les droites K cl I' menées du point *' aux points k' et i' où abou- 
tissent les tangentes de A perpendiculaires à la ligne de terre. 

121. in plan tangent à un cône en un point est tangent tout le long de la 
génératrice qui passe par ce point. 

On démontre ce théorème comme celui qui lui correspond pour le cylindre 
(art. US), en considérant deux génératrices G et G' [fig. 83 1, et faisant mouvoir la 
seconde sur la surlace, jusqu'à ce qu'elle se confonde avec la première; alors les 
sécantes u et U de deux courbes m et M deviennent en même temps tangentes, et 
déterminent un même plan tangent aux points a et A. 

Ou peut étendre au cône sans difficulté les considérations que nous avons pré- 
sentées pour le cylindre, dans le cas où la directrice est une courbe graphique. 

122. Les faces d'une pyramide peuvent être amenées successivement dans un 
même plan par des rotations autour des arêtes; il en résulte qu'un cône peut élre 
développé, car c'est une pyramide dont le polygone directeur est une courbe. Les 
angles que les lignes tracées sur un cone font 'entre elles, et avec les génératrices, 
ne sont pas altéré* par le développement. 
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Si l'on coupe un cône par une sphère ayant son centre au sommet, les longueurs 
interceptées sur les génératrices seront égales, et formeront en développement les 
rayons d'un arc de cercle qui sera la transformée de la courbe d'intersection. 

VI' v In voit qu'il y a une grande analogie entre les propriétés du cùne et celles 
du cylindre; c'est que le cylindre est un cùne dont le sommet est transporté à 
l'infini, et par suite qu'il possède toutes les propriétés du cône qui ne dépendent 
pas de la distance à laquelle se trouve le sommet.^ 

Cône de résolution. 

VU. Le cône de révolution mérite une mention spéciale. 11 est engendré par 
une droite G (Jig.Sh), qui tourne autour d'un axe B qu'elle rencontre, en faisant 
toujours un même angle avec lui. 

Lu point quelconque M de la génératrice décrit un cercle A dont le centre 0 est 
sur l'axe, et dont le plan P est perpendiculaire à l'axe. 

Toutes les génératrices du cône font des angles égaux avec le plan P, car ce sont 
des obliques qui s'éloignent également du pied de la perpendiculaire. Aucune autre 
ligne passant par le point S ne peut faire le même angle avec le plan P. 

125. La trace FE [fig. \ du plan Q tangent au cône le long de la génératric e 
SM est tangente au cercle A trace du cône, et par conséquent perpendiculaire au 
rayon CM et à la génératrice SM. Ces lignes comprennent ainsi un angle égal à celui 
des plans P et Q. 

Il suit de là que tous les plans tangents à un cône de révolution font, avec un 
plan perpendiculaire à l'axe, des angles égaux à ceux que forment les génératrices, 
et par conséquent égaux entre eux. 

!!£(>. On emploie le cône de révolution pour la solution de divers problèmes. 
Nous en donnerons immédiatement un exemple. 

Déterminer les génératrices d'un cùne qui font un angle donné avec le plan 
horizontal. 

Soient (j, tf) le sommet et A la trace horizontale du cône donné ; Jig. 85 ;. Nous 
traçons la droite se faisant l'angle donné avec la ligne de terre, et la droite se paral- 
lèle à cette ligne. Les génératrices cherchées appartiennent à un cône de révolution 
dont l'axe est la verticale du point s, et dont la droite (se, s e' j est une génératrice. 
La trace de ce cône est le cercle décrit du point * comme centre, avec se pour rayon. 
Ses rencontres p et q avec A font connaître les droites (sp, sp i, \sq, sq qui satis- 
font à la question. 

On remarquera la manière dont ces lignes sont ponctuées, suivant leur position 
sur les nappes du cône. 

Si l'arc décrit du point s comme centre ne rencontrait pas la trace du cône, le 
problème n'aurait pas de solution. 



4*> LIVRE II. — CYLINDRES, CONES ET SURFACES DE RÉVOLUTION. 

CHAPITRE ffl. . 

PLANS TAN CENTS AU CYLINDRE ET AU CONE. 



Construction des plans tangents. 

127. Mener un plan tangent à un cylindre en un point donné de ta surface ( i). 
Soit m, ni) le point Cfig. 87 j . Une seule de ses deux projections peut être 

prise arbitrairement, l'autre sera déterminée comme il est dit aux articles III 
et 113. 

J,e plan tangent au point m, m' , est tangent tout le long de la génératrice 
mb, m'b), et sa trace horizontale est la droite T tangente à la trace A du cylindre 
au point b. 

Sa trace verticale T' passe par la trace r' de la génératrice de contact, et par le 
point où T rencontre la ligne de terre. Ce point étant éloigné, nous y suppléons en 
menant par un point (n, n') de la génératrice, une droite {ng, n'g') parallèle à la 
trace T, XY ). Cette ligne sera dans le plan tangent, et sa trace verticale g' sera un 
point de T. 

128. Mener à un cylindre un plan tangent par un point extérieur. 

Soit [m, ni) le point donné {fig. 88). Le plan cherché devant contenir une géné- 
ratrice, la droite {mit, m'b') menée par le point (m, ni) parallèlement aux généra- 
trices y sera tout entière. La trace horizontale du plan passe donc par la trace b 
île cette ligne, elle doit d'ailleurs être tangente à la trace A du cylindre, et il y aura 
autant de solutions qu'on pourra tracer de droites satisfaisant à ces deux conditions; 
nous en trouvons deux, T etT,. 
• Les traces horizontales des génératrices de contact sont les points de tangente 
r et r, . 

Les traces verticales des plans passent par la trace verticale de la droite {mb, m'b' ); 
sur notre épure ce point est éloigné, nous ne pouvons pas non plus utiliser les 
traces des génératrices de contact; alors nous avons mené par le point [m, m') 
des parallèles aux traces horizontales des plans tangents. Ces droites (me, m e ), 
lme„ m'e,) sont dans les plans cherchés, et leurs traces é et*?, achèvent de déter- 
miner les traces T' et T', des plans. 

Les parallèles aux traces T etT, peuvent évidemment être menées par tout point 
de la droite (mb, m'b ). 



(l] Les problèmes traites aux articles 127, ISS et 199 étant en eux -niâmes très-aisés, nous avons 
disposé les données de manière h introduire de petites difficultés graphiques, avec lesquelles il est 
n.veswirc que les élèves soient familiarisés. 
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129. Mener à un cylindre un plan tangent parallèle à une droite. 

Soit (D, D') la droite donnée ( fig. 89). Par un point {m,rri ) de cette ligne, nous 
menons une droite (mg, m' g") parallèle aux génératrices du cylindre, et nous déter- 
minons la trace horizontale eg du plan de ces deux droites. 

Le plan cherché doit être parallèle à chacune d'elles, sa trace est donc parallèle 
à eg, et il y aura autant de solutions que la trace A du cylindre admettra de tan- 
gentes parallèles a cette droite; nous en trouvons deux, T et T.. 

Pour avoir les traces verticales, par des points b et b„ pris sur les traces T et T„ 
nous menons des parallèles aux génératrices du cylindre. Ces droites sont respecti- 
vement dans les plans tangents, et leurs traces verticales c' et c\ sont sur les traces 
verticales T et T', de ces plans. T' passe par <? et par le point k où T rencontre la 
ligne de terre: T' t passe par c, et est parallèle à T". 

Pour diminuer le nombre des lignes à tracer, nous avons pris les points b et b, 
sur une parallèle aux projections horizontales des génératrices. 

130. Par un point donné, mener un plan tangent à un cône. 

Le cône est donné par son sommet (s, s") {fig. 90} et par sa trace A. Nous le sup- 
posons limité à son sommet et au plan horizontal. Nous avons indiqué le contour 
apparent sur le plan vertical; il n'y en a pas sur le plan horizontal. Le point donné 
est (m, m'). . 

Le plan cherché devant contenir une génératrice, passera par le sommet, et par 
suite la droite {sm, s" m') y sera tout entière. La trace horizontale du plan passe 
donc par la trace horizontale b de cette droite; elle doit d'ailleurs être tangente à 
la trace A du cône : il y a autant de solutions que l'on peut tracer de droites satis- 
faisant à ces conditions. Nous en trouvons deux, T et T,. Les génératrices de contact 
sont(*r,*V) et •>,.✓/,). 

La trace verticale de chacun des denx plans passe par la trace verticale r de la 
droite {sm, s' m'). 

Si la construction avait placé le point b sur la trace A, le point donné (m, m') 
appartiendrait à la surface du cône, et nous aurions un* seul plan tangent. 

151. Mener à un cône un plan tangent parallèle à une droite donnée. 

Soit (D, D') la droite (fig-çp)- Le plan cherché, devant passer par le sommet du 
cône, contiendra la droite {sb, s'b') menée par ce point parallèlement à (D, D ). 
La question se trouve ainsi ramenée au problème que nous venons de traiter. 

152. Les problèmes que nous avons résolus dans les articles précédents, peuvent 
être considérés comme des questions d'ombre pour des cylindres d'une longueur 
indéfinie. 

Si un cylindre est éclairé par des rayons qui divergent d'un point [m, m'j {fig. 88;. 
les lignes d'ombre seront les génératrices de contact des plans tangents (T, T';, 
(T ( . T',) ; car les rayons dirigés de (m, m') aux différents points de ces génératrices 
seront tangents comme contenus dans des plans tangents. 
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Les traces des plans tangents sont les limites des ombres portées sur les plans de 
projection; ainsi l'ombre sur le plan horizontal est urir,u,. 

Si la figure 88 avait été établie en vue d'un problème d'ombre, les parties 6ret br, 
des traces auraient du être pointillées. 

La figure 8() montre pour un cylindre éclairé par des rayons parallèles à une 
direction i D, D':, les génératrices limites de l'ombre propre, et les traces des plans 
tangents limites de l'ombre portée sur les plans de projection. Considérées comme 
lignes d'ombre sur le plan horizontal, les droites T et T, ne devraient pas être pro- 
longées à droite des points r et r, . 

La figure <jo présente également les constructions nécessaires pour déterminer 
les ombres d'un cone. 

I. *».■>. Mènera un cylindre un plan langent qui fasse avec le plan horizontal un 
angle donné. 

Prenons un point [s, s' i ifig. 8C ;, et considérons-lc comme le sommet d'un cone 
de révolution dont les génératrices rencontrent le plan horizontal sous l'angle donné. 
Nous pouvons tracer l'une des deux génératrices parallèles au plan vertical, puis 
le cercle trace du cone. 

Le plan cherché fait avec le plan horizontal le même angle que les plans tan- 
gents au cone; d'ailleurs il contient une génératrice dv cylindre, il est donc 
• , parallèle au plan mené tangentiellement au cone par la droite isb, s'b' ; parallèle 

aux génératrices du cylindre: sa trace est ainsi parallèle à t ou à «; c'est T, T,, U 
nu U,. 

Nous trouvons ainsi quatre solutions, mais il n'y en aurait que deux si. par la 
nature du problème, le dièdre égal a l'angle donné devait être du coté du cylindre; 
les traces T, et U, seraient alors à rejeter, parce que les plans qu'elles déterminent, 
bien que parallèles aux deux autres, devraient être considérés comme formant avec 
le plan horizontal des angles supplémentaires de l'angle donné. 

On obtient la trace verticale de chaque plan en cherchant la trace verticale de la 
génératrice de contact , ou* d'une droite parallèle à. cette ligne menée par un 
point quelconque de la trace horizontale. Nous avons cru inutile de reproduire ces 
constructions. 

i."îi. Mener à un cône un plan tangent qui fasse un angle donné avec le plan 
horizontal. 

On construira la trace horizontale d'un cone de révolution qui aura son sommet 
au sommet du cone donné, cl dont les génératrices feront l'angle donné avec le 
plan horizontal. Les plans cherchés auront pour traces sur ce plan les tangentes 
communes aux traces du cone donné et du cone de révolution. 

Si l'angle donné est aigu, et si le dièdre qui lui est égal doit être du coté du cône, 
on ne devra admettre que les tangentes qui laisseront les traces d'un même cùté. 

Il y a des cas d'impossibilité dans ce problème et dans le précédent. 
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Solution, par la théorie des plans tangents au cône de révolution, de divers problèmes 

relatifs à la ligne droite et au plan. 

I."»."». On emploie un cône do révolution dans toutes les questions où un plan doit 
l'aire avec un plan donné un angle donné. 

Construire un plan qui passe par une droite donnée, et fasse un angle donné avec le 
plan horizontal. 

Soit (be, b'c 1 ) la droite donnée < fig. ç>a). I n point (s, s' de eette ligne est pris 
pour le sommet d'un cone de révolution dont les génératrices font avec le plan hori- 
zontal l'angle donné. Il n'y a qu'à mener à ce cône un plan tangent qui contienne la 
droite: nous en trouvons deux P, P'j et Q, Q';. Si le sens de l'inclinaison était 
indiqué par la nature du problème, il pourrait y avoir lieu de rejeter une des deux 
solutions. 

La trace P ne rencontrant pas la ligne de terre, pour déterminer P' nous avons 
cherché la trace verticale d'une droite passant par deux points m, ni et n, n ' ,, 
situés l'un sur la droite donnée, l'autre sur la trace du plan. 

I5fi. Constmire un plan qui contienne une droite donnée, et fasse un angle donné 
mec un plan donné. 

On ramène cette question à la précédente, en changeant les plans de projection 
art. «01. 

Soient (P, P'i le plan et (eh, e'h' ) la droite ifîg.gi). Nous prenons un plan 
auxiliaire [eg, g g ) perpendiculaire au plan horizontal et au plan donné, et nous 
le rabattons en le faisant tourner autour de la droite cg qui devient une nouvelle 
ligne de terre; la trace du plan : P, P' sur ce nouveau plan vertical est P*. 

La droite donnée coupe le plan auxiliaire au point >, s 1 dont la nouvelle pro- 
jection verticale est s". Nous prenons ce point pour sommet d'un cone de révolu- 
tion dont les génératrices font l'angle donné avec le plan P, P ,. En traçant les 
droites *"0" ef j"R , -l'une perpendiculaire à P", l'autre ayant sur cette ligne l'incli- 
naison voulue, iWs avons l'axe du c<\ne, et l'une des deux génératrices situées dans 
le plan auxiliaire? Nous rabattons le plan (P, P") sur le plan horizontal, et nous 
décrivons le cercle OR trace du cone. 

La droite donnée ; eh, e h ) perce le plan 'P, P", au point [h, b") qui se place en B. 
Les tangentes R/et RX sont les traces des plans cherchés sur le plan fP, P*] rabattu: 
elles Rencontrent le rabattement P, de la trace verticale P' aux points m, etn, que 
nous relevons sur P' en m etn. Comme d'ailleurs les plans doivent contenir la droite 
1 eh, e'h'), on voit que leurs traces sur les plans coordonnés primitifs sont ici et inh' 
pour l'un, ej et jmh' pour l'autre. 

137. L onnaissarU une fdte fi d'un angle triédre, l'angle dièdre opposé B et l'un 
des deux autres C. trouver les faces inconnues a et y, et le troisième angle dièdre A. 

Par un point S (Jig. 61 ] nous traçons sur le plan de la ligure supposé horizontal 
L 7 
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deux droites Se et Sa comprenant «Mitre elles l'angle /5; nous prenons un plan ver- 
tical EN perpendiculaire à l'arête Se, et nous plaçons sous l'inclinaison donnée C 
la trace verticale ER de la lace opposée à S«. Pour former l'angle trièdre, il faut 
mener par la droite Sa un plan formant avec le plan < SE, ER) l'angle donné B; c'est 
un problème que nous savons résoudre art. 136, et que la position particulière des 
données rend très-facile. 

Nous traçons les droites NI* et NR. l'une perpendiculaire à ER, l'autre formant 
avec cette ligne l'angle B: ce sont l'axe et une génératrice d'un cône de révolution 
auquel la troisième face doit être tangente. Si nous rabattons le plan ( SE, ER , 
sur le plan horizontal, nous pourrons décrire le cercle base du cône, et placer la 
troisième arête SI, qui doit le toucher: cette construction nous fait connaître 
l'angle ASc du plan de la seconde face. 

La tangente SJ doit être rejetée ; elle correspond en effet à une face qui serait en 
deçà de l'axe du cone par rapport à l'arête Se, et qui, par conséquent, ferait en 
regard de la face ,5 non pas l'angle B, mais son supplément. 

Si, les angles j9 et G restant les mêmes, l'angle B était remplacé par son supplé- 
ment, la construction ne serait pas modifiée; elle convient donc à deux angles 
trièdres différents. Suivant qu'une tangente SA à la base du cone laissera les points p 
et E d'un même côté, ou passera entre eux. elle correspondra à l'angle trièdre dans 
lequel l'angle B est aigu, ou à celui dans lequel il est obtus. 

Sur bis cet angle est aigu, et chacune des tangentes SI et SJ laisse les 

points p et E d'un même coté; elles doivent donc être admises toutes les deux, 
mais la dernière se trouvant abaissée au-dessous du plan horizontal quand le 
plan (SE, ER ; est relevé, c'est son prolongement SA' qui forme la troisième arête. 
Nous trouvons ainsi pour l'angle plan de la seconde face deux valeurs ASE, A'SE. 

Si, les angles [i et C conservant les grandeurs qu'ils ont sur XzfigureSi bis. l'angle B 
était remplacé par son supplément, les deux tangentes devraient -être rejetées, et 
l'angle trièdre serait impossible. 

138. Supposons que l'on rabatte la troisième face en la fais'ajit tourner autour 
de Sa, le point de contact I f Jig. 6i ) se placera sur l'arc de ccrcl? décrit du point S 
comme centre avec SI pour rayon. Comme d'ailleurs nous savons que sa distance 
au sommet N du cône est la longueur NR d'une génératrice, nous pouvons déter- 
miner sa position 1, par recoupement. 

Dans l'espace, la troisième arête est tangente à la base du cône, et par suife per- 
pendiculaire ■ la génératrice du point de contact 1. D'après cela le rabattement sb, 
doit étro tangent en I, au cercle dont le centre est en N ; on peut donc se dispenser 
de tracer l'arc IJI,. 

Si le cercle décrit du point p comme centre passait par le point S, les points I, J 
et I, se réuniraient à S, et l'angle NSA, serait droit. 

Sur Yijigurtdx bis, en menant du point S des tangentes au cercle dont le rayon 
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est NR, nous trouvons que la troisième face est asl>, dans la première solution, 
et aSfV, dans la seconde. Ces angles sont supplémentaires. 

159. figure faite en ordre inverse, donne une solution «lu problème de 
l'angle trièdre dans le troisième cas déjà examiné à l'article 77. 

Les données sont les anglescSa, «S6, et NER. Les diverses droites qui les forment 
sur la ligure étant placées, on abaisse les perpendiculaires NI, et NI». Un cône de 
révolution dont l'axe serait NP, et dont la droite NB égale à NI, serait une généra- 
trice, toucherait la face aSb, relevée, et la troisième arête du trièdre serait tan- 
gente au cercle de sa base situé dans le plan i SE, EH). Si donc nous rabattons ce 
plan par une rotation autour de SE, nous pourrons tracer un cercle que la troisième 
arête devra toucher. 

Les tangentes SI et SJ doivent èlre admises toutes les deux, parce qu'elles sé trou- 
vent, après le relèvement, sur la partie du plan qui forme avec le plan horizontal l'an- 
gle donné C. Nous trouvons ainsi deux valeurs ESI, KSJ pour le troisième angle plan. 

M y a deux cas d'impossibilité : celui où les tangentes sont toutes les deux sur 
la partie inférieure du plan de la troisième face, et celui où le cercle décrit du 
point N comme centre avec NI, pour rayon ne rencontre pas la droite ER. 

140. Déterminer les faces a, $ et y d'un ang/r tnedre dont on connaît les angles 
dièdres A, B et C. 

Sur le plan de la ligure, que nous supposons horizontal, nous traçons deux droi- 
tes EN et Mm' comprenant un angle égal àC Jig. C»a ,, et nous les considérons comme 
les traces de deux plans verticaux, qui seront ceux des faces ,5 et a, respectivement 
opposées aux dièdres B et A. Nous pouvons de plus supposer que le sommet de 
l'angle trièdre se trouve au point E. 

Le plan de la face y opposée à l'angle ('. passe par le sommet E, et fait avec les 
plans verticaux EN et Mm des angles connus A et B. Nous pouvons par conséquent 
déterminer deux cônes de révolution qui doivent être louches par ce plan: ils ont 
l'un et l'autre leur sommet en E. 

Le premier c<hV a pour axe la droite Er, perpendiculaire à EN et par suite au 
plan de la face B. La ligne Eu, qui fait avec le prolongement «le NE un angle égal 
à A, est une des deux génératrices contenues dans le plan horizontal. De même, si 
nous traçons les droites EL et Et , faisant respectivement avec Mm' un angle droit 
et un angle égal à B, nous aurons l'axe et une génératrice du second CODA. 

D'un point P de l'axe du premier cone, abaissons une perpendiculaire Px sur la 
génératrice Eu : la sphère qui aurait son centre en P et P.r pour rayon, toucherait 
le cone tout le long du cercle qui serait décrit par h- point .r, si on lui impri- 
mait un mouvement de rotation autour de Ec; et nous pouvons remplacer la con- 
dition d'être tangent au cone. à laquelle le plau de la face -/ est soumis, par 
celle de toucher cette sphère. Nous pouvons également, au lieu du second cone, 
considérer une sphère ayant son centre en un point Q de l'axe EL, et pour rayon la 

7- 
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perpendiculaire' Qy, abaissée de ce point sur la génératrice Ec. Nous déterminons 
sur EL la position du point Q de manière que Qy soit égal à P.r. 

Le plan cherché touchant deux sphères égales doit être parallèle à la ligne des 
centres. Comme d'ailleurs il passe par le point E, sa trace est la ligne El parallèle 

àQPn). 

Nous BcheV0D8 de déterminer le plan de la face y, parla condition qu'il touche 
l'un des deux cônes, par exemple le premier. Jusqu'à présent nous n'avons opéré 
que sur un seul plan supposé horizontal; nous allons maintenant prendre un plan 
vertical. Nous choisissons pour ligne de terre une droite 1K perpendiculaire à l'axe 
EP du cône, afin que la trace verticale de cette surface soit un cercle. Nous n'en 
avons représenté qu'un quart. La trace verticale du plan de la face 7 est la tan- 
gente Ii. Les plans des trois faces sont maintenant déterminés. 

Nous prenons un nouveau [dan vertical, celui de la face. /3, dont la trace horizon- 
tale est EN ; enfin nous supposons que l'on élève l'angle trièdre de manière que 
son sommet soit transporté en un point S de l'arête d'intersection des faces a et /S, 
les trois plans restant d'ailleurs parallèles à eux-mêmes. 

Le nouveau plan vertical est parallèle à l'ancien, et doit être considéré comme 
rabattu dans le même sens. La trace verticale du plan de la face 7 est donc une 
droite Sa, parallèle à li; sa trace horizontale est la droite N/n', parallèle à El 
et k QP. 

Le point m', intersection des traces horizontales des plans des faces a et appar- 
tient à la troisième arète ; il est facile de voir que quand on rabat ces faces sur le 
plan vertical, le point m' est porté en M d'un côté, et en M, de l'autre. Les trois- 
angles cherchés a, /5 et 7 sont ainsi M SE. ESN et NSM,. 

En élevant l'angle trièdre, nous avons évité la confusion qu'eussent produite un 
grand nombre de lignes divergeant du point E, et nous avons obtenu par une 
construction facile un point m' de la troisième arête. 

141 . Nous avons pris le point P du côté de EN où nous avions placé l'angle ('., 
et le point Q du côté de E/n' où est le même angle, de manière, que le plan de la 
l'ace y laissai d'un même côté les deux sphères touchées. Si, conservant le point P, 
nous avions placé le point Q sur le prolongement de LE au delà de E. les sphères 
eussent été placées de part et d'autre du plan, et, en conséquence, sa trace eut passe 
par le milieu de la ligne des centres. 

Nous n'avons considéré qu'une tangente à la base du cône; il est facile de voir 
que le plan tangent déterminé par la seconde tangente ferait un angle égal à A avec 



(1) On (Ml a Hachette la considération de» sphères inscrite», qui conduit à une solution facile pour 
le problème de mener par un point donné un plan t/m fasse avec deux plans donnés des angles 
donnés. 
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la partie supérieure du plan vertical de la face B, et que, élevé jusqu'au point S, il 
présenterait l'angle supplémentaire de A en regard de C. 

Pour qu'il y ait une solution, il faut que la longueur Kl soil plus grande que le 
rayon Ku. On reconnaîtra que cela arrive toutes les fois que la somme des trois 
angles donnés surpasse 180 degrés. Nous ne nous arrêterons pas à cette question 
facile de géométrie plane. 

Si l'un des angles dièdres est droit, en le mettant dans la position C on pourra 
conserver le tracé, mais il vaut mieux lui donner la position B; le second cône su 
réduit à son axe EQ, et le problème consiste à mener par cette droite un plan tan- 
gent au premier cône. 



CHAPITRE IV. 

SECTIONS PLANES DU CYLINDRE ET DU CONE. 



Sections planes du cylindre. 

I i2. Pour construire l'intersection d'un cylindre par un plau, on prend sur la 
surface un certain nombre de génératrices convenablement espacées, on détermine 
séparément les points où elles percent le plan, et on les réunit, sur chaque plan de 
projection, par un trait continu. 

Lorsque l'on a obtenu les projections de la courbe, on peut déterminer sa vraie 
grandeur en rendant son plan parallèle à l'un des plans coordonnés, et construire 
sa transformée dans le développement du cylindre. 

I" E\r.»FLK. — Cylindre vertical ; plan sécant perpendiculaire au plan vcrt.'ral. [Planche XXI 

1 i.">. Nous supposons d'abord le cylindre vertical, et le plau sécant , P, P , 
fig-tf ) perpendiculaire au plan vertical. Les projections de l'intersection soni, 
sur le plan horizontal la trace du cylindre, et sur le plan vertical la partie de la 
trace du plan comprise dans le contour apparent du cylindre. Nous n'avons donc à 
déterminer que la vraie grandeur de la section, et sa transformée par développe- 
ment. 

Nous rabattons le plan sécant sur le plan vertical, en le faisant tourner autour de 
sa trace P. L'n point quelconque | c, c' , tourne autour du point <•', et se place en C sur 
une perpendiculaire à la trace P', et à une distance de cette ligne égale à cc 0 . H 
faut opérer sur un nombre de points assez grand pour qu'on puisse tracer la courbe 
sans incertitude. 

On trouve la position que prend une tangente f/r, P'}, en cherchant par le même 
procédé le point où se place l'un quelconque [r,r J ) de ses points. La construction 
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est un peu plus simple lorsque l'on choisit un point lel que it, d' sur une ligne 
dd„ d déjà tracée sur h- rabattement. 

On peut également résoudre le problème en faisant tourner le plan autour de 
l'une quelconque de ses horizontales jusqu'à le rendre parallèle au plan horizontal, 
et déterminant la nouvelle projection de la courbe. 

lit. Dans le développement du cylindre, la traie étant une section droite, a 
pour transformée une ligne droite à laquelle les génératrices sont perpendiculaires 
art. 118 . 

Nous supposons le cylindre coupé suivant la génératrice qui a sa trace en a, et 
nous portons sur une droite XY fig. 91 ; des longueurs égales aux divisions succes- 
sives de la section droite à partir de a; nous élevons ensuite des perpendiculaires 
auxquelles nous donnons les longueurs des génératrices mesurées sur le plan vertical 
oit elles sont projetées en vraie grandeur. 

L'angle formé par une tangente de la courbe et la génératrice du point de contact 
est le même dans l'espace et en développement art. 1 18 1. D'après cela il est facile 
.le construire la tangente de la transformée, en un point quelconque F fig. 9 1 . 

Considérons le triangle formé par la génératrice du point (/,/'; \ fig.yî , la tan- 
gente de la courbe en ce point, et sa projection// sur le plan horizontal du point 
d. d' ; nous pouvons le reproduire sur le développement, il suffit de prendre la 
longueur ç/ l fig. 0/, i égale à// fig-tf ; l'hypoténuse F/ est la tangente. On pourrait 
limiter cette droite à tout autre plan horizontal, par exemple à celui du point r. ? ; 
la longueur fr Ji^-\\^ serait alors portée en f,r (fig.ytï). 

1 ili. Tous les points de la courbe se projetant verticalement sur la droite 
limitée a' g', on voit que les points (a, «' et [g, g") sont, l'un le moins élevé, et 
l'autre celui qui l'est le plus. Les tangentes aux points A, G et A, de la transformée 
[fig. 9'» sont donc horizontales. 

On arriverait au même résultat, en remarquant que les tangentes à la trace du 
cylindre en a et en g sont parallèles à P, et par suite à toutes les horizontales du 
plan sécant. Les tangentes aux points correspondants de la courbe sont donc hori- 
zontales, et restent tel 1rs dans le développement. 

Les tangentes de la courbe aux points </.</';. d, d ) sont des lignes de plus 
grande pente du plan sécant, parce que leurs projections horizontales sont perpen- 
diculaires à I': elles ont donc sur le développement une inclinaison plus grande que 
les autres tangentes, et de là résultent des indexions aux points D et D, de la trans- 
formée art. 87). 

On verrait l'inflexion se produire sur le plan vertical fig.tJS , si l'on y projetait 
un développement fait sur le plan tangent le long de la verticale du pointé Les 
points e, «■' et c, r s'éloi:. lieraient l'un à droite, l'autre à gauche en restant à la 
même hauteur, cl par suite ils se trouveraient de cotés différents de la trace F qui 
>erait toujours la projection de la laugente. 
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146. Si Ton compare l'une à l'autre la trace du cylindre et la courbe de section 
rabattue, on verra que les points homologues de ces lignes se trouvent à des dis- 
tances égales des droites ag et AG, et que leurs abscisses i i ), mesurées sur ces lignes 
à partir des points a et A, sont dans un rapport constant, celui de ag à a' g 1 . D'après 
cela, quand la trace du cylindre est un cercle, la section est une ellipse, comme 
nous savons que cela doit être. Le centre de cette courbe, avant son rabattement, 
est un point (o, d'\ où le plan coupe l'axe «lu cylindre. Le petit axe est dans un 
plan passant par le centre et perpendiculaire aux génératrices. 

147. La projection à g' ( fig-ofi) étant une ligne droite, il y a proportionnalité 
e.nlre les ordonnées et les abscisses «le ses différents points ; mais les ordonnées sont 
les mêmes que celles de la transformée {Jig. 9'j ), et les abscisses mesurées sur XY ii 
partir de d 0 sont les sinus des arcs formés par les abscisses de la transformée 
enroulées sur la section droite que nous supposons un cercle. Nous voyons donc 
quelle est la' loi qui relie les coordonnées de la transformée par développement. 
Cette courbe, que l'on appelle sinusoïde, est géométriquement indéfinie, comme si la 
surface d'un cylindre était indéfiniment déroulée; mais dans les applications, la 
partie utile ne peut pas avoir une longueur plus grande que celle qui correspond à 
une circonférence de la section droite. 

H' Exemple. — Cylindre vrrtical ; plan tétant dans une position i/uetconr/He. (Planrlu XXI. ) 

148. Nous allons maintenant supposer qu'un cylindre vertical est coupé par un 
plan (P, Fy ( fig. <)5) ayant une position quelconque par rapport aux plans coor- 
donnés. 

Il faut d'abord construire la projection verticale de l'intersection. Le problème 
revient à celui-ci : Déterminer la projection verticale d'une courbe dont on connaît la 
projection horizontale, et qui est située dans un plan donné. 

Par un point c pris arbitrairement sur la trace du cylindre, nous menons une 
dioite cc t parallèle à P; cette ligne est la projection d'une horizontale du plan dont 
il est facile de déterminer la projection verticale c\c . Relevant sur cette droite «• 
en c', nous avons la projection verticale du point de l'intersection qui se projette 
horizontalement en c. 

La ligne ce, rencontre la trace du cylindre en un second point c, qu'on relève 
également en c, . 

Les droites aa % et gg t parallèles à P, et tangentes à la trace, correspondent aux 
horizontales du plan entre lesquelles la courbe est comprise; elles font trouver le 
point le moins élevé et celui qui l'est le plus. 

(1) La perpendiculaire abaissée d'un point sur une droite prise pour axe est Yordonnrr du point, 
et la distance du pied de la perpendiculaire h un point de l'axe pris pour angine en est Vabsciste. \m 
droite ag étant prise pour a*e (fig. i)3), et te point a pour origine, les longueurs ao et od sont l'ab- 
scisse et l'ordonnée du point d. L'abscisse et l'ordonnée sont les coordonnées du point. 
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Pour déterminer le point ï situé sur l'une des droites qui forment le contour 
apparent du cylindre, il faut opérer sur le point /'de la trace horizontale, où la tan- 
gente est perpendiculaire à la ligne de terre. 

Nous avons ponctué la figure dans la supposition que le cylindre était limité au 
plan de section. 

149. La tangente en un point/est la projection verticale de la ligne du plan il 1 , V 
qui se projette horizontalement sur la droite tfr tangente à la base du cylindre. On 
l'obtient par la construction expliquée à l'article 2î). On peut d'ailleurs déterminer 
un quelconque de ses points en opérant comme pour les points de la courbe. 

Si l'on cherchait les tangentes aux points /' et j\ on trouverait les génératrices 
qui forment le contour apparent, et il doit en être ainsi ; car, en ces points, le 
plan tangent, qui contient la génératrice et la tangente à la courbe, est perpendicu- 
laire au plan vertical, et projette ces deux droites sur sa trace. 

Les courbes qui sont sur une surface ont ainsi leur projection tangente au contour 
apparent. Il n'y a d'exception que quand la tangente de l'espace est perpendicu- 
laire au plan de projection, parce qu'elle se projette tout entière sur un point 
| art. 1 16), et que la tangente de la projection de la courbe n'est plus la projection 
de la tangente. 

Otte circonstance se présente sur la figure vjS; les tangentes aux points [a, a'; 
et [g, g') sont perpendiculaires au plan vertical, et la projection a' g' de la courbe 
n'est pas tangente aux droites qui forment le contour apparent du cylindre. Elle s'y 
arrête, et est géométriquement prolongée par des parties parasites de la droite P\ 

l.'iO. Nous allons maintenant rabattre le plan sécant pour avoir la courbe dans 
sa vraie grandeur: nous arriverons très-simplement au résultat par deux rotations. 

Nous faisons tourner le plan sécant d'abord autour de la verticale du point « 
jusqu'à ce qu'il soit perpendiculaire au plan vertical, puis autour de sa nouvelle 
trace sur ce plan. I.e point 1 vient en I,, et la trace verticale du plan se trouve être 
l,o'. Le second mouvement amène le point (o, o') sur la droite o'T perpendiculaire 
à l',o', et sa distance à cette ligne devrait être oo 0 : mais pour dégager complète- 
ment la courbe rabattue des autres lignes de la ligure, nous repoussons le point 
jusqu'en O, à une distance convenable et d'ailleurs arbitraire. La ligne du plan 
qui se projetait sur ag est devenue parallèle au plan vertical, et arrive se placer 
sur la droite AOG, parallèle à l',o'. 

Si nous considérons un point quelconque (e, e'), la première rotation amène sa 
projection verticale en é, la seconde le place en E, à une distance de AG égale a eri. 

La tangente est obtenue par les mêmes procédés. 

On voit qu'il n'est pas beaucoup plus difficile de rabattre une figure plane quand 
son plan est oblique aux plans coordonnés, que quand il est perpendiculaire à 
l'un d'eux. 

Le développement du cylindre peut être construit immédiatement : on trouve 
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pour transformée de l'intersection la courbe A A, '.fig.$\\, car les figures <>3 et 95 
représentent le même tronc de cylindre dans deux positions différentes, par rapport 
au plan vertical. 

151. La trace du cylindre étant un cercle, la section et sa projection sur un plan 
quelconque sont des ellipses. Les tangentes aux points a' et g' (fig. tp) sont 
parallèles et horizontales: la droite df? est donc un diamètre, et son diamètre con- 
jugué est la corde horizontale d'(f l qui passe à égales distances des poiuts a' cl g'. 

On aurait encore deux diamètres conjugués en traçant la droite et cherchant 
les points situés sur la verticale du point o'. Enfin, d'une manière plus générale, 
on peut prendra sur le cercle trace du cylindre deux diamètres à angle droit, et 
chercher ce qu'ils deviennent sur la projection verticale. Cela résulte de ce que des 
cordes parallèles dans l'espace sont parallèles en projection, et que leurs milieux se 
correspondent. 

I«»2. Dans les constructions de la Géométrie descriptive, les courbes sont obtenues 
d'après les conditions du problème, comme projections, intersections ou contours 
apparents. Quelquefois cependant, quand on a déterminé la nature d'une courbe, 
on peut employer pour la tracer des procédés qui résultent de ses propriétés 
spéciales. 

L'ellipse est, après le cercle, la courbe que l'on rencontre le plus souvent dans 
les applications. Nous supposons que l'on connait ses principales propriétés, mais 
nous croyons devoir rappeler quelques constructions qui sont souvent utiles. 

Pour tracer une ellipse dont on a les axes AA' ctBlV {fig-w)< on porte sur une 
règle et à partir d'un point M, deux longueurs M y et M/> égales, l'une au demi petit 
axe, et l'autre au demi grand axe, puis on place la règle en diverses positions, de 
manière que les poiuts q et p soient toujours le premier sur le grand axe, et le 
second sur le petit ; le point M se trouve nécessairement sur l'ellipse. 

Les segments Mp et M q peuvent être placés d'un même côté du point M, ou de 
côtés opposés. La première disposition est généralement plus commode, parce que 
la construction occupe moins d'étendue sur la feuille, mais elle présente peu de pré- 
cision quand la différence des axes est petite. 

155. 11 y a plusieurs moyens de trouver les axes d'une ellipse quand on connait 
deux demi-diamètres conjugués OM et ON ( fig. iooj. Voici celui que nous croyons 
le plus simple. 

De l'extrémité M de l'un des diamètres, on abaisse une perpendiculaire MI sur 
l'autre, et on prend sur celte ligne des longueurs MC et MC, égales à ON; on trace OC 
et OC,; on mène par le point M une sécante parallèle à OC, elle coupe OC en un 
point E à partir duquel on prend les segments E/> et Eq égaux a EO. Les axes sont 
en direction les droites 0/> et 0^, en grandeur les doubles des segments Mq et M/». 

Si l'on trace la sécante parallèlement à la plus petite des deux longueurs OC 
et OC, (fig. 100 bis i, le point M sera entre les points p et q. On opère d'une manière 
L 8 
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ou de l'autre, suivant celle des deux dispositions représentées sur la Jigurc 99 que 

l'on veut employer pour décrire l'ellipse. 

134. On peut, du reste, tracer facilement une ellipse par points, quand on con- 
naît deux diamètres conjugués a' g' et d'd t Jig.vfi), Décrivons un cercle sur a' g 
comme diamètre, élevons la-perpendiculaire, orn, et joignons md\ ; si l'on construit 
sur une ordonnée quelconque en du cercle, un triangle semblable à omd\, le 
point e\ elle point e' situés à une distance égale de e. appartiendront à l'ellipse. 

On voit d'après cela que nous pourrons toujours regarder une ellipse comme 
facile à tracer quand nous aurons obtenu deux diamètres conjugués. 

lit' Kxkari.t. - Cas général. {Planche XXII.) 

I .">.'). Nous allons maintenant construire l'intersection d'un cylindre par un plan 
dans le cas le plus général. Le cylindre est donné comme à l'ordinaire par sa trace 
horizontale et la direction de ses, génératrices. Les traces du plan sécant sont les 
droites Q et Q' [fig. 97). 

Nous pourrions déterminer les projections de la courbe en cherchant, d'après les 
procèdes ordinaires . art. .">0 , l'intersection d'un certain nombre de génératrices 
avec le plan, mais nous devons disposer les constructions en vue du rabattement 
qu'il sera nécessaire de faire pour obtenir la courbe dans sa vraie grandeur, et des 
tracés qu'exigera la détermination de la section droite pour le développement du 
cylindre. 

Nous considérons le plan vertical qui contient une génératrice quelconque, par 
exemple celle dont les projections sont ei ete'E', et nous le rabattons sur le plan 
horizontal en supposant qu'il entraîne avec lui la génératrice et sa propre intersec- 
tion avec le plan Q, Q ' \. 

II est facile d'avoir le rabattement ee, de la génératrice, en cherchant le point N 
oii se place un point In, ri \. 

L'horizontale du plan Q, Q 1 située à la même hauteur que //. «' a sa trace ver- 
ticale en r , et se projette horizontalement sur la droite rm parallèle à Q; le poinl 
où elle rencontre le plan vertical ei a sa projection en m, et son rabattement en M a 
la même distance que N de la droite et. La section du plan <,>. O' 1 par le plan 
vertical que nous considérons est ainsi rabattue sur la droite e.M ; son point de ren- 
contre e, avec la génératrice p.\ appartient à la courbe. Si nous relevons le plan, le 
point e, ira se projeter sur le plan horizontal en E, et sur le plan vertical en K . à une 
hauteur au-dessus de la ligne de terre, donnée par la perpendiculaire c,K. Le 
point li doit d'ailleurs se trouver sur la projection verticale de la génératrice 
considérée. 

Les mêmes constructions devraient être reproduite» pour différentes génératrices, 
mais il est à remarquer que ces droites faisant les mêmes angles avec leurs projec- 
tions, se trouveront encore parallèles lorsqu'elles auront été ramenées sur le plan 
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horizontal par le rabattement successif de leurs plans projelants. 11 en sera tir même 
«les intersections de ces plans avec le plan donné Q, Q' ;. En conséquence, après 
avoir pris sur la trace du cylindre un certain nombre de points convenablement 
espacés a, b, c,..., on tracera les projections des génératrices correspondantes, et on 

obtiendra ainsi sur la trace Q les points a, fi, y On mènera ensuite par les 

points a, b, c,... et a, y,... des «Imites respectivement parallèles à ce, et£<*,: les 
points de rencontre a,, b,, c seront ramenés en A, B, C,... par des droites per- 
pendiculaires aux projections des génératrices, et de là en A', B'. C.',... sur les pro- 
jections verticales des mêmes lignes. Les bailleurs de ces derniers points au-dessus 
de la ligne de terre doivent être égales aux lignes Art,, 

lîiti. La tangente en un point D, I)': est l'intersection du plan sécant avec le 
plan tangent le long de la génératrice {dît, rt"D' :. Si les traces horizontales Q et dp 
de ces plans se rencontraient dans le cadre de l'épure, nous aurions un point de la 
tangente; mais cela n'ayant pas lieu, par un point p de la trace dp, nous concevons 
une droite parallèle aux génératrices du cylindre. Cette ligne est dans le plan tan- 
cent, et perce le plan Q, Q' i en un point de la tangente cherchée. Pour trouver ce 
point nous opérons comme précédemment, c'est-à-dire que nous traçons la ligne/m 
projection horizontale de la droite, puis les lignes pp, et -r.p, respectivement 
parallèles à ee, et te it et enfin que nous ramenons le point d'intersection p, de ces 
deux droites, d'abord en P, puis en P" , ^ 

157. Occupons-nous maintenant deTa courbe dans sa véritable grandeur. Nous 
rabattons le plan sécant sur le plan horizontal ; le point qui se projette en m va se 
placer en un point M, sur la perpendiculaire mM, à Q, et à une distance de £ égale 
à la longueur e.M qui nous est donnjee sur le premier rabattement. Nous avons 
ainsi la direction cil, de la droite «E,, et nous pouvons placer le point E, à la dis- 
tance te,. - 

Les intersections du plan sécant avec les autres plans projetants des génératrices 
sont parallèles à sE, : nous avons les longueurs de ces lignes sur les premiers rabat- 
tements, on construira donc la courbe A.B.C,... sans difficulté. 

Pour avoir la tangente au point D ( , on transporte le point p en P, par le même 
procédé. 

lî>8. Si nous voulons faire le développement du cy lindre, il faut d'abord déter- 
miner sa section droite. Nous traçons une ligne o,e, perpendiculaire aux projections 
des génératrices, et nous la considérons comme la trace d'un plan perpendiculaire 
au cylindre. Si nous supposons que des points a,, /3,, 7,,... on abaisse des perpen- 
diculaires sur les différentes génératrices, en supposant ces lignes entrainées dans 
les rabattements successifs des plans projetants, nous pourrons les tracer sur le plan 
horizontal, et nous aurons leurs vraies grandeurs a, a,, /3, Si maintenant le 

plan de section droite tourne autour de sa trace, toutes les perpendiculaires que 
nous considérons se mouvront dans les plans projetants des génératrices corres- 

8. 
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pondantes, et se placeront sur leurs projections. Mais comme la courbe prendrait 
une position qui jetterait un peu «le confusion sur l'épure, nous avons d'abord trans- 
porté la trace v., », en ot,£ 3 , et c'est à partir de cette ligne que nous avons porté les 

longueurs a,a„ jS,fc„... ; nous avons ainsi obtenu les points A t , B, 

Pour avoir la tangente en D,, nous opérons sur la parallèle au cylindre menée 
dans le plan tangent par le point p, comme nous venons de le faire sur les généra- 
trices elles-mêmes. La ligne perpendiculaire à/y>, donne le point p 3 qui appar- 
tient au plan de section droite. La longueur r,,p 1 est portée de n t en P,. 

159. Le développement est maintenant facile. Nous portons sur une droite 
indéfinie B,H, (fig. 98; les longueurs rectifiées des différents are.» de la courbe 
AjBjC,... (fig.^l. et parles points de division nous élevons des perpendiculaires. 
Nous portons sur ces lignes les segments des génératrices pris sur les rabattements 
des plans projetants; ainsi les longueurs D,</ et !).,</, iJig.yS, doivent être égales 
à rf.rfet «/,</, (yfe.97). 

Nous obtenons les tangentes aux points d et d„ en plaçant sur le développement 
et dans sa position relative par rapport à la génératrice dd,, la droite que nous 
avons menée par le point p parallèlement au cylindre. Sa distance à dd, est donnée 
sur la section droite, c'est la ligne P,D 2 (,/?£. 97 j- Les longueurs P 3 />, et ?,p 

{ fig. 98 l doivent être égales à p t p, et p t p [fi g. 97 : . 

On peut reconstruire le cy lindre en découpant et en enroulant la feuille sur laquelle 

le développement est fait. Il faut que la face du papier qui porte la ligure soit sur la 

partie concave; autrement, par suite de l'ordre adopté dans le développement pour 

la succession des génératrice*, on aurait un cylindre symétrique de celui qui est 

représenté sur la figure en. 

IttO. La trace du cy lindre est un cercle : la section et ses deux projections sont. 
• en conséquence, des ellipses. Les droites CG et AE sont des diamètres conjugués 

de la projection horizontale, car la première passe par le milieu de la seconde et est 

parallèle aux tangentes de l'ellipse à ses extrémités. D'après cela les lignes C'(J'. 

A E' etC.G,, A,E, seront des diamètres conjugués de l'ellipse en projection verticale 

et en rabattement. Les lignes CjGj et A,E, sont les axes de la section droite. 
I(îl . La droite qui va d'un point (B, K'] à son rabattement e, [fig. 97 I est inclinée 

à 4 "' degrés sur le plan horizontal, parce qu'elle est la corde d'un quart de cercle. 

Toutes les autres lignes analogues qui vont des points (A, A ), (B, B' .... à leurs 

rabattements a,, b , ont la même inclinaison, et sont parallèles dans l'espace. 

Elles forment ainsi un cy lindre dont la courbe ( ABC VB'C'... ; est la directrice ; 

les points a,,b,. c, sont par suite sur une ellipse dont les droites a,e, et g, c, sont 

deux diamètres conjugués. 

I.a droite p, d, esl tangente à la courbe en d,, car c'est la trace du plan tangent au 

cylindre dont nous venons de parler, le long de la génératrice qui aboutit au 

point d,. 
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On peut considérer la courbe a,b,c, et la droite p,d,, comme des projections 
obliques de la courbe d'intersection et de sa tangente au point 1 1), D'). 

En raisonnant de la même manière pour les points a„ b t , c,,..., on verrait qu'ils 
forment également une ellipse dont les lignes a,e a et g 2 c 2 sont deux diamètres con- 
jugués. La ligne /> 2 </j est tangente en d t . 

162. Il nous reste encore à déterminer le point le plus haut et le point le plus 
bas de la courbe d'intersection, et ceux des courbes transformées qui sont le plus 
éloignés de la ligne de section droite B,H 3 (fig.çfS). Mais comme la figure 97 est 
déjà un peu compliquée, nous nous contenterons d'indiquer les tracés. Nous trai- 
terons d'ailleurs la question d'une manière générale, et sans faire aucune suppo- 
sition sur la forme delà directrice du cylindre. 

Si l'on coupe la trace abc... par une droite parallèle à Q. les génératrices qui 
passent par les points d'intersection rencontreront le plan sécant à une même 
hauteur; par suite, si nous menons à cette trace des tangentes parallèles à Q, les 
génératrices des points de tangence contiendront, l'une le point le plus haut, l'autre 
le point le plus bas de la courbe d'intersection. 

Les points c et g sont le plus baset le plus haut de la courbe bah... [fig.ofi). Pour 
avoir les points analogues sur la ligne b, a, h, il faudrait mener à la courbe d'in- 
tersection ifig.O)']) des tangentes parallèles à la droite suivant laquelle son plan 
coupe le plan de section droite : car une sécante de même direction déterminerait 
deux points à égale distance de la section droite (1). 

Il est plus exact de reporter l'opération sur la trace du cylindre. Pour cela, nous 
remarquerons que si l'on conçoit par l'intersection du plan (Q, Q'} et du plan de 
section droite, un troisième plan parallèle aux génératrices du cylindre, il sera 
parallèle aux plans qui seraient tangents aux points cherchés, et en menant à la 
trace du cylindre des tangentes parallèles à sa trace, les points de contact seront les 
extrémités des génératrices qui passent par ces points. 

Sections planes du cône. 

\" Eifupu. — C&ne Ht révolution à axe vertical; plan sécant perpendiculaire au plan vertical ; 

section elliptique. { Planche sTXY. ) 

16,'. Nous nous proposons de déterminer l'intersection par un plan d'un cène 
de révolution dont l'axe est vertical. Nous prenons le plan sécant (P, P' ; ' fig. io4 . 
perpendiculaire au plan vertical; par suite il projette la courbe sur la partie A' G' 
de sa trace P', comprise entre les deux génératrices qui forment le contour apparent 
de la surface. 



(i) Sur la figure 95, If plan de section droite est le plan horiiontal, et le» point» «' et g qui sont 
l'un le plu» rfoigné et l'autre le plus rapproché de ce plan, »ont ceux où la tangente est parallèle A lu 
trace P. 
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Pour avoir la projection horizontale, nous divisons la circonférence trace du cône 
en nu certain nombre de parties égales, placées symétriquement par rapport au 
diamètre ng parallèle à la ligne de terre. Les projections verticales des généra- 
trices qui passent par les points de division, coupent la trace P' en des points A', 
B . C',... qu'on ramène en A, h* et H,, C et C sur leurs projections horizon- 
tales. 

Celte construction ne peut pas être appliquée aux génératrices qui se projettent 
-ur la verticale S'd'. Pour déterminer sur les projections horizontales S d et Sd, de 
ces droites les points D et I), qui correspondent à \Y, on peut couper le cone par un' 
plan horizontal DV, et tracer le cercle de section sur le plan horizontal de pro- 
jection avec un rayon Se? égal iiD 'I. 

Pour la ponctuation des projections, nous avons supposé qu'il s'agissait de repré- 
senter un tronc de cone. 

KM . La tangente en un point F de la projection de la courbe est l'intersection du 
plan tangent le long de la génératrice S/ et du plansécant: elle a donc sa trace hori- 
zon taie il la rencontre des droites If et P, traces des plans. Comme ce point est éloigné, 
il faut opérer sur un plan horizontal plus élevé, par exemple sur celui qui est a la 
hauteur du point 1), La génératrice S/ le rencontre au point /,, et les nou- 
velles traces du plan tangent et du plan sécant sont les droites/,/ et Sr/ respective- 
ment parallèles à// et P. La tangente F/ passe au point / où ces lignes se rencon- 
trent. 

<>n peut encore d'un point : /, /' pris sur la trace// du plan tangent, mener une 
droite ht, ï ni parallèle à la génératrice du contact (Sf, S'/' ; ; cette ligne sera 
dons le plan tangent, et le point (m, ni où elle rencontrera le plan sécant appar- 
tiendra à la tangente. 

!(>.*». Pour avoir la courbe en vraie grandeur, nous avons rabattu le plan sécant 
sur le plan vertical ; un point quelconque f F, F' ) s'est placé en F" sur la droite F F* 
perpendiculaire à F, et à la distance à laquelle la projection horizontale F se trouve 
de la ligne de terre. 

On obtient par le même procédé les tangentes sur le rabattement. Nous avons 
déterminé pour la tangente en P les points T et M. rabattements des points [t, IV 
cl m. ni). 

KM». La courbe d'intersection et sa projection sont des ellipses. Nous pouvons 
facilement trouver leurs axes. 

On voit, par la construction même, que la projection horizontale de l'intersection 
est symétrique par rapporta la droite ASC perpendiculaire à P. Cette droite est donc 
un axe de la courbe. Le centre est au point milieu 0. De même l'ellipse d'intersec- 
tion a l'un de ses axes sur la ligne AC, A' G'), et son centre en (0, ()'). Le second 
axe se projette verticalement au point O'; en coupant le cone et le plan sécant par 
le plan horizontal O m', nous déterminons les points il et Q, delà projection hori- 
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zontale. La ligne iiii, est la projection du second axe, et le second axe de U- 
projection. 

En général, les projections des axes d'une ellipse sont simplement des diamètres 
conjugués de la projection; mais si l'un d'eux est parallèle au plan de projection, 
comme cela arrive ici, les diamètres conjugués comprennent un angle droit l art. Ui 
et sont par conséquent les axes. 

On obtient sans difficultés les droites A"G' et Û'il',, axes de la courbe rabattue. 

I(>7. Toutes les génératrices ont la même longueur depuis le sommet jusqu'au 
plan horizontal. Il en résulte que dans le développement la transformée de la cir- 
conférence de la base est un arc de cercle dont les génératrices sont les rayons. Après 
avoir tracé (Jig. n>jj une partie suffisante de la circonférence dont le rayon est S'a' 
[fig. io4), nous prenons sur cette ligne des longueurs curvilignes égales aux art s 
ab, bc,...\ nous traçons les rayons correspondants, et nous portons sur eux les Ion - 
gueurs des génératrices comprises entre le sommet et le plan sécant. Pour déter- 
miner ces longueurs, nous rendons les droites parallèles au plan vertical {art. 16 : 
leurs projections sur ce plan viennent se confondre avec la ligne S'^, et les points 
d'intersection se transportent sur des horizontales jusqu'à celte droite. Chaque 
longueur, telle que S'o v . doit être portée sur les rayons correspondants Sd et Sr/, 
[Jig. loi), à partir du centre S. 

Nous avons supposé que la surface était coupée suivant la génératrice (A a, A a . 
et pour montrer la continuité de la transformée de la courbe, nous l'avons prolongée 
de chaque coté sur la partie qui correspond à un des secteurs coniques. 

On peut obtenir la grandeur des segments curvilignes ai, bc,... en décomposant 
une division du cercle de base en petites parties qu'on puisse assimiler à des droites, 
et les reportant sur l'arc qui a pour rayon la génératrice du cône; mais, comme les 
erreurs peuvent s'accumuler, il est plus exact de calculer la grandeur en degrés de 
l'arc, qui représente la circonférence de base, de déterminer avec un rapporteur son 
amplitude sur le développement, et de la partager ensuite en parties égales. I.» 

grandeur angulaire de cet arc est ^|- r 36o". Le rapport de aS a a' S' sera souvent 

donné par la question même; dans tous les cas, on pourra le trouver en mesurant ces 
lignes. 

Il est peu dans l'esprit de la Géométrie descriptive d'employer ainsi le calcul 
comme auxiliaire, mais il n'y a pas de règle absolue. 

168. Les "angles de la courbe avec la génératrice ne sont pas altérés dans le déve- 
loppement (art. 122 j. Nous aurons donc la tangente au point F ijig. io5j, en 
appuyant sur la génératrice les constructions qui, dans le plan tangent, feraient 
trouver la tangente à l'ellipse. On peut supposer que la surface, en se déroulant, 
recueille dans les différents plans tangents les lignes que l'on peut y concevoir, et 
les entraine avec elle. 
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D'après cela nous plaçons sur la figure to5 les droites /Y i'lf 0 i de la figure 104. 
dans un»- direction perpendiculaire à Sf; nous traçons tm parallèle à S/, et nous 
lui donnons la longueur /', m' [fig. \ o\ ), véritable grandeur de (fa, l'm'). L'un ou 
l'autre des points / ou m sulïU pour le tracé de la tangente. 

I6ÎI. Il est utile de déterminer les inflexions de la transformée: nous allons dé- 
montrer qu'elles se trouvent aux points où le plan sécant était normal à la surface. 

Nous remplaçons d'abord le cône par une pyramide circonscrite que nous sup- 
posons coupée par un plan (P, P'j (fig. 107; perpendiculaire à l'une de ses faces 
[GE, G'S'E'/. Cette face est parallèle au plan vertical de projection; elle touche le 
cône le long de la droite ( S, S'I). 

La section est projetée verticalement sur la trace F du plan, et nous aurons sa 
transformée par développement en amenant par des rotations les diverses faces 
triangulaires dans le plan GSK parallèle au plan vertical. 

Dans le mouvement de rotation de la face F'S'G' autour de S'G', le point A' 
décrit un arc de cercle dont le centre est au pied a de la perpendiculaire abaissée du 
point A' sur S'G', et vient se placer en un point A', , à une distance de a égale à la 
vraie grandeur de cette perpendiculaire. Le point D' va de même en D', , sur la per- 
pendiculaire d\Y à S'E'. La partie de la section projetée verticalement sur A'B'C'IV 
est donc en développement A', B'C'D, . 

Le point A', est dans celui des deux angles A'B'S' et A'B'G' qui est obtus: il eu 
est de même du point D', par rapport aux angles D'C'E', D'C'S'. Il est d'ailleurs 
facile de voir que quand les points B' et G' seront placés d'un même côté du pied 0 
de la perpendiculaire abaissée du sommet S' sur P', les angles obtus, et par suite les 
points A, et D, so trouveront de côtés différents de la droite P\ Or, à moins que la 
perpendiculaire SO ne se confonde avec la génératrice S'I du cône, les droites S'G' 
et S E' pourront toujours être assez rapprochées de cette dernière ligne pour que la 
condition que nous venons d'indiquer soit satisfaite. Nous voyons donc que lors- 
qu'on multiplie les faces de la pyramide pour revenir au cône, les sommets A', et D, 
qui pouvaient d'abord se trouver d'un même côté de B'C prolongé, arrivent néces- 
sairement à se placer de côtés différent». 

Quand le plan sécant est perpendiculaire a la génératrice S I i fig- 108), les 
points A', et D', sont du côté de P' où se trouve le sommet S', quelle que soit la 
grandeur de l'angle G'S'E'. 

En résumé, dans le développement d'un cône, la transformée d'une section plane 
traverse sa tangente là où le plan était normal à la surface, à moins toutefois qu'il 
ne fût perpendiculaire à la génératrice (ij. 

( 1 ) On peut démontrer ces propositions d'une manière directe et très-simple, si l'on admet, ce qui 
«•st à peu prés évident, que la ligne la plus courte que l'ou puisse tracer sur une surface entre deux 
points a tous ses plans o&culateurs normaux à la surface ; car une telle lifeue tracée sur un cône a pour 
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Ces résultats s'étendent naturellement au cylindre qui est une variété du cône: 
ainsi il est facile de voir qu'au point où nous avons reconnu que la section plane 
d'un cylindre prenait une inflexion dans le développement ( art. 1 f «» ; , le plan sécant 
est normal à la surface. 

Nous n'avons indiqué sur les projections horizontales des figures 107 et 108 ni 
les arêtes, ni la section de la pyramide, parce que ces lignes ne sont pas nécessaires 
à la démonstration, et qu'elles auraient pu jeter un peu de confusion. 

170. Revenons à la figure 104. Du point D'où le plan coupe l'axe, nous abais- 
sons une perpendiculaire D'*' sur S" g ; cette droite en tournant autour de l'axe 
engendre un cône de révolution qui rencontre orthngonalement le cône donné sui- 
vant le parallèle l'k'. Le plam P, P" ) contient les deux génératrices (SI, DT) 
(SI,, DT) du cône auxiliaire, il est donc normal au premier cône en deux points 
(I. 1') et (I,, I'), qui, rapportés sur la figure io5, sont les points d'inflexion de la 
transformée. On construit les tangentes lr, I,t, comme toutes les autres. 

171. Il n'y aura d'inflexion que quand le plan sécant coupera le cône auxiliaire; 
d'après cela, si l'on appelle e et >j les angles aigus que l'axe fait avec les génératrices 
et le plan de section, ou aura 

£-(-»}< 90 0 deux inflexions, 
c ■+- r, > 90 0 pas d'inflexion. 

Les transformées de la section elliptique, et de la base circulaire ( fi g. 104 et io5 : 
donnent des exemples de ces deux cas. 

Quand les angles é et »} sont complémentaires, le plan sécant est normal en un 
seul point, et perpendiculaire à la génératrice de ce point, par suite la transformée 
ne traverse pas sa tangente fart. 169), mais elle a un contact plus intime avec 
elle, car cette circonstance se produit quand deux points d'inflexion se réunissent. 

Ces diven cas peuvent indifféremment se présenter pour les transformées de l'el- 
lipse, de la parabole et de l'hyperbole; toutefois il faut remarquer que si l'angle £ 
est plus grand que 45 degrés, aucune des ellipses et des paraboles que l'on peut 
concevoir tracées sur le cône ne prendra d'inflexion dans le développement, et que 
si e est plus petit que 45 degrés, toutes les transformées des paraboles et des hyper- 
boles auront deux inflexions. 



transformée une droite, d'où il résulte que la circonstance d'avoir un plan osculateur normal, suffit 
pour que le rayon de courbure de la transformée au point correspondant soit infini. 

Pour que la transformée d'une courbe plane tracée sur un cône ait un contact du troisième ordre 
avec sa tangente, il faut que son plan soit perpendiculaire à deux plans tangents consécutifs, ei par 
suite à leur intersection qui est là génératrice de la surface. 

Quand nous prierons des surfaces développables, nous montrerons que les courbures d'une ligne 
tracée sur une telle surface, et de sa transformée |>ar développement, sont liées par une loi trés-simple 
dont la proposition que nous avons démontrée n'est qu'un corollaire. 

I. 9 
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Il* Exemple. — C6ne de révolution à axe vertical; plan sécant perpendiculaire au plan vertical; 

section hyperbolique. {Planche XXf'I.) 

172. Un plan (mm', m'/x ) {fig. 106) passant par le sommet et parallèle au plan 
sécant (P, P}, divise les génératrices en deux groupes. Celles du premier groupe 
ont leur trace sur l'arc NaN,, et rencontrent le plan au-dessous du sommet; celles 
dusecond ont leur trace sur l'arcNAN,. et rencontrent le plan au-dessus du sommet. 
L'intersection est ainsi formée de deux parties, et pour ne pas négliger l'une 
d'elles, nous considérons les deux nappes du cône, que d'ailleurs nous limitons 
à des plans horizontaux et parallèles. 

On peut construire la courbe en cherchant les points où un certain nombre de 
génératrices percent le plan, mais comme les recoupements seraient assez obliques, 
il est préférable de déterminer les intersections du cône et du plan par divers plans 
horizontaux. Nous ne reviendrons pas sur ce tracé, que nous avons déjà expliqué à 
l'article 165. 

173. La génératrice (Sot, S'/n' ) est parallèle au plan, et les génératrices des 
deux groupes qui sont voisines de celle-là ne le rencontrent que très-loin. La courbe 
présente ainsi deux bras qui s'étendent en sens contraire, l'un sur la nappe supé- 
rieure, l'autre sur la nappe inférieure, et se rejoignent à l'infini, au point où la 
génératrice (S m, S' m' ) atteint le plan. 

On détermine l'asymptote, comme toute autre tangente, en prenant l'intersection 
«lu plan sécant avec le plan qui touche le cone au point correspondant de la courbe, 
qui est le point situé à l'infini. Ce plan est tangent tout le long de la génératrice 
(Sm, S* tut); sa trace horizontale est la ligne me, et le point c, où elle rencontre la 
trace P du plan, appartient à l'asymptote. 

L'asymptote est parallèle à la génératrice (Sm, S'm') parce que ces lignes se 
rejoignent en un point situé à l'infini. On peut encore dire que le plan ( P, P ) étant 
parallèle à (Sot, S'm') ne peut couper un plan qui contient cette génératrice que 
suivant une ligne qui lui soit parallèle. 

Les constructions pour déterminer l'asymptote peuvent se rapporter au plan 
horizontal supérieur. La génératrice otS perce ce plan en p.; les traces du plan tan- 
gent et du plan sécant sont les droites jxs et a, : leur point de rencontre t appartient 
à l'asymptote. 

La génératrice (S m,, S' m' ) également parallèle au plan sécant détermine une 
seconde hranche infinie, dont l'asymptote e, e, est obtenue de la même manière. 

17t. La courbe est, comme l'on sait, une hyperbole. Son axe transversc est 11 
droite faSi, P') parallèle au plan vertical. On détermine,sans difficulté les sommets 
(A, A')et(B. B'), et le centre (0, O j. 

On construit le rabattement par les procédés déjà expliqués pour l'ellipse 
(art. 165). 
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17o. C'est aussi par les mêmes principes que l'on construit le développement. 
Les différents cercles ont pour transformées des arcs de cercle concentriques dont 
les rayons sont les segments des génératrices; on les trouve en vraie grandeur sur 
la droite a! a'. Nous traçons tout d'abord des longueurs suffisantes de ces arcs, et 
nous plaçons la génératrice Sb Jig. 109). 

Nous supposons la surface coupée suivant la génératrice (aoc, a'a'), et nous por- 
tons à partir du point b (Jig. 109), sur le cercle décrit du point S comme centre 
avec S'a' pour rayon, des longueurs curvilignes égales à la demi-circonférence ba 
[Jig. 106). Traçant ensuite les droites aSa et a,Sa, [fig, 109), nous avons les deux 
positions que prend la génératrice [aa, a'a!), et qui limitent le développement de 
la surface. 

Pour voir où un point ( G, G' ) doit être placé, nous portons sur le cercle décrit 
avec la longueur S'g 1 pour rayon, et à partir du point g de la droite Sa [Jig. 109), 
une longueur curviligne gG égale à l'arc désigné par les mêmes lettres sur la 
figure 106. » ' 

176. Nous donnons aux génératrices rrifi, m, fi, les positions qui leur con- 
viennent. Dans le développement, les asymptotes restent parallèles à ces lignes, et à 
la même distance d'elles: ce sont les droites et et e,t,. 

Vu la symétrie de la figure, les asymptotes de la transformée se coupent sur 
l'axe bB du développement, mais leur point de rencontre û n'a rien de commun 
avec le centre (0, 0 ) de l'hyperbole ( Jig. 106}. 

Quand la' surface se déroule, à chaque instant la partie déjà développée se trouve 
dans un plan tangent et y recueille les tangentes qui s'y trouvent. Les tangentes 
placées dans les plans tangents différents changent ainsi de position les unes par 
rapport aux autres; il en est de même des asymptotes. 

Si l'on prend sur les asymptotes de la transformée les longueurs eO, e, 0, égales 
à e"0" et «•"O" [Jig. iof>), on aura les points 0 et 0,, qui avant le développement 
étaient réunis au centre de l'hyperbole. 

Les transformées des deux arcs de la courbe peuvent être tracées sans difficulté. 
Les nappes sont développées suivant les poygones mixtilignes 6N,A,SAN6 et 
Bn.a.SaflB. La nappe supérieure recouvre en développement une partie de la 
nappe inférieure : cela arrive quand la longueur développée du cercle de base est 
plus grande que la moitié de la circonférence dont le rayon est S'// (Jig. io6;. 
c'est-à-dire quand db' surpasse S'A'. Lorsque le triangle o'S'6' est équilatéral, les 
deux nappes se rejoignent en développement, sans se recouvrir. 

La construction de l'article 168 fait trouver deux points d'inflexion I.et f,. Les 
inflexions sont peu sensibles, cependant on voit qu'elles existent, parce que la courbe 
à son sommet B tourne sa concavité vers le point fl où les asymptotes se croisent. 

177. Si l'on suppose que le plan sécant tourne autour de sa trace P, et prenne 
sur le plan horizontal la même inclinaison que les génératrices, il sera parallèle à 

9- 
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( aa, a' a') (fig. 106), et au plan qui touche le cône le long de cette droite. La courbe 
présentera une branche infinie, mais son asymptote intersection de deux plans 
parallèles sera à l'infini. On sait que c'est une parabole. 

Cat général. 

1 78. Les deux cas que nous venons de traiter, donnent entièrement la solution 
du problème de la section d'un cône par un plan pour ce qui concerne les projec- 
tions et la vraie grandeur de la courbe d'intersection. 

On fait d'abord passer par le sommet du cône un plan parallèle au plan sécant; 
les génératrices qu'il peut contenir déterminent des branches infinies, et les inter- 
sections des plans tangents correspondants avec le plan donné sont les asymptotes. 

Quand un cône n'est pas de révolution, pour faire le développement il faut par- 
tager le périmètre de la base en petites parties que l'on puisse considérer comme 
droites, puis déterminer les vraies grandeurs des génératrices qui aboutissent aux 
points de division. On a alors les longueurs des trois côtés d'une série de triangles 
qu'on peut construire sur un plan, à la suite les uns des autres. 

Cette méthode présente peu d'exactitude pratique, eu égard au grand nombre de 
petites longueurs qu'il faut employer. Nous devons cependant faire observer que les 
recoupements ont généralement lieu sous des angles assez ouverts. 

Observations sur les sections planes des cônes, la disposition des bras de leurs branches 
infinies, et les plans tangents à ces surfaces. 

179. Us sections des cônes par des plans parallèles sont des courbes semblables et 
semblablement placées. 

Pour prouver ce théorème, nous allons comparer la trace horizontale A d'un cône 
fig. loi) avec la section de celte surface par un plan horizontal xy. La généra- 
trice qui passe par le point ' M, M' ) de la trace A, rencontre le plan ry en un point 
Im, m ), et l'on a 

SM _ S' M' _ SJt 
Sm ~ S'/w"'~ S'A' 

Le rapport de deux rayons vecteurs situés sur une même droite est donc constant, 
et par suite le point S est un centre commun de similitude pour les courbes A et a. 
La similitude est inverse; il est facile de voir qu'elle serait directe, c'est-à-dire que 
les rayons vecteurs proportionnels seraient dirigés dans le même sens, si les deux 
plans XY et ay étaient d'un même côté du sommet. 

Si nous supposons la courbe a non plus sur le plan horizontal de projection, 
mais remise dans le plan xy, les deux sections seront encore semblables et 
semblablement placées, mais le centre commun de similitude sera le sommet 
(S, S' j du cône. 

Les droites SG et SG,, qui sont tangentes à A et passent par le point S, ont leur 
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prolongement tangent à a. Ce sont les projections des génératrices qui forment le 
contour apparent de la surface fart. 120;. Les pointsG, G,, gel g, sont leurs traces 
sur les plans de section. 

Nous supposons le cône terminé à deux plans BV et 6V perpendiculaires au plan 
vertical; alors les courbes A eta ont été limitéesl'unc aux pointsBctB,, l'autre aux 
points b et //,. Ces points sont homologues dans les deux courbes. La similitude 
n'est complète que quand les sections sont considérées dans toute leur étendue 
géométrique, ou bien lorsqu'elles sont ainsi limitées à des points homologues. 

Le cylindre n'étant qu'une variété du cône, on peut lui appliquer les résultats 
que nous venons d'obtenir, et on trouve que les sections faites dans cette surface 
par des plans parallèles sont identiques et semblablcment placées. Si l'on veut 
une démonstration directe, il est facile d'approprier la démonstration au cas du 
cylindre, mais il est encore plus simple de remarquer qu'en faisant mouvoir un 
des plans sécants de manière que ses divers points décrivent les droites parallèles 
aux génératrices, la section glissera sur la surface, et viendra se placer exacte- 
ment sur la seconde courbe. 

180. Si nous considérons l'ensemble des sections qu'on peut concevoir t'ailcs 
dans un cône par des plans parallèles, celle du plan qui contient le sommet se 
réduira à un point, ou sera composée de lignes droites. Dans tous les cas, elle 
ne sera pas semblable aux autres (1), et présentera un changement brusque de 
forme. 

Cette circonstance se présente très-rarement pour les surfaces, et quand elle 
arrive, la démonstration que nous avons donnée pour le théorème du plan tangeut 
fart. 108) ne subsiste plus. Nous avons supposé, en effet, que la génératrice a 
\Jig. 77 ) n'éprouvait pas de changements essentiels dans sa forme, de sorte que la 
corde m devenait tangente quand les points r et n étaient réunis en M. Cela n'a pas 
lieu quaud le point M est le sommet d'un cône. Si la courbe a est une hyperbole, la 
ligne A est le système de deux droites, et la corde m devient une droite qui passe 
par leur intersection ; il n'y a plus de tangente, 

181. Lorsque nous avons établi le théorème du plan langent (art. 108,, nous 
avons considéré une surface comme engendrée par une courbe plane dont le plan 
restait toujours parallèle à lui-même. Dans ces conditions, si la génératrice n'e- 
prouve ni un changement essentiel dans sa forme, ni un déplacement brusque de 

(i) On regarde quelquefois une hyperbole comme -semblable à ses asymptotes. Ces droites sont 
homologues des points de l'hyperbole situés a l'infini, et le point où elles se croisent correspond à 
tout le reste de la courbe. Cette manière de voir est fondée sur ce 'que le rapport d'une quantité finie 
quelconque a l'infini, est le même que celui de zéro a une quantité finie ; on considère aussi un point 
comme semblable à toute courbe qui n'a pas de branche infinie, mais en réalité la «iiuilitude consiste 
dans une identité de formes qui n'existe ni entre une courbe et deux droites, ni entre un point 
et une courbe. 
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la posilion que l'on considère à la position infiniment voisine, on est assuré qu'en 
chacun de ses points toutes les tangentes de la surface sont dans un même plan. Mais 
quand deux génératrices consécutives se coupent à distance finie, la position des 
tangentes de la surface à leur point de rencontre reste indéterminée, et pour savoir 
si elles sont toutes dans un même plan, il est nécessaire de considérer la généra- 
trice suivante, et même d'autres encore si celle-ci passe par le point commun aux 
deux premières. 

En considérant le cône comme engendré par une courbe qui se meut en restant 
dans des plans parallèles, et suivant la loi déterminée» l'article 179, on reconnaît, 
comme nous l'avons fait à l'article 184), que la génératrice éprouve dans sa forme 
un changement essentiel quand son plan passe par le centre commun de similitude. 
Quand on regarde cette surface comme engendrée par une droite dont un point est 
fixe, on voit que deux génératrices consécutives quelconques se rencontrent. Quelle 
que soit la définition que l'on adopte, on est donc conduit a rechercher comment 
.sont disposées les tangentes de la surface au sommet. 11 est facile de voir que ces 
lignes sont les génératrices rectilignes, et que par suite elles ne sont pas dans un 
même plan. 

Dans les arts on considère souvent des surfaces dont la génératrice est une courbe 
graphique constante de forme ou qui, à partir d'une position donnée, se modifie 
suivant une loi déterminée. Les directrices sont aussi quelquefois des courbes gra- 
phiques. Quand ces lignes ne présentent pas d'angles, le théorème du plan tangent 
subsiste, avec les mêmes restrictions que pour les courbes géométriques. Nous 
avons déjà établi cette proposition pour le cas du cylindre ( art. 115). 

Dans le second volume, nous aurons plusieurs occasions de revenir sur le théo- 
rème du plan tangent et les exceptions qu'il comporte. 

182. Nous allons terminer la question des sections planes d'un cône, en cher- 
chant comment les bras d'une branche infinie sont disposés par rapport à leur 
asymptote. 

Soient Q, Q' \fig. io3) le plan sécant que nous supposons perpendiculaire au 
plan vertical, et (S, S' ! le sommet d'un cône dont la trace horizontale est la ligne 
indéfinie GK. 

Nous faisons passer par le sommet un plan (AÀ\ A S') parallèle à (Q, Q ) ; sa trace 
horizontale rencontre la courbe GK en un point A qui appartient a une génératrice 
(SA, S'A') parallèle au plan sécant. L'asymptote de la branche infinie correspon- 
dante est la droite [mn, M'N') intersection du plan donné avec le plan tangent le 
long de la génératrice qui lui est parallèle. 

L'n plan BB', B'S ; passant par le sommet et perpendiculaire au plan vertical, 
coupe le cône et le plan tangent le long de la génératrice (SA, S'A') suivant les 
droites qui se projettent sur SB et Sb, et rencontrent le plan [Q, Q j aux points M 
et m; ce dernier appartient évidemment à l'asymptote. 
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Si l'on conçoit que le point B se rapproche de A en entraînant A. les points M 
et m s'éloigneront indéfiniment et, par conséquent, la courbe s'étend a l'infini en 
restant du même côté de l'asymptote. Nous supposons que l'arc BA ne rencontre 
qu'en A la tangente LA ; on peut toujours prendre le point B assez rapproché de A 
pour qu'il en soit ainsi. 

185. Raisonnant de la même manière pour une génératrice (SC, S'C) située sur 
le cône de l'autre côté de (SA, S'A'), on arrive a des résultats analogues; mais par 
suite du croisement qui se fait au sommet S, le point d'intersection N est en deçà de 
l'asymptote et la branche infinie se compose de deux braB 1M. JN qui sont situés de 
part et d'autre de celle droite. 

Si la trace du cylindre avait été une courbe GAK, ayant une inflexion en A, on 
eût trouvé, au lieu du point N, le point N, situé de l'autre côlé de l'asymptote, et 
les deux bras de la branche infinie eussent été d'un même côté de cette droite. Mais, 
dans ce cas, le plan tangent traverse le cône le long de la génératrice de contact 
(SA, S'A'), de sorte qu'une section plane quelconque présente une inflexion au 
point qui appartient à cetle droite, et par suite à l'infini quand son plan lui est 
parallèle. 

Nous pourrions étudier la question en ordre inverse, prendre la courbe à branche 
infinie pour directrice du cône, et chercher la forme de la trace GK sur le plan hori- 
zontal. De quelque manière que nous raisonnions, nous arriverons à celte consé- 
quence que les deux bras d'une branche infinie sont ordinairement de côtés différents 
de leur asymptote, et qu'ils ne se trouvent d'un même côté que dans un cas excep- 
tionnel, celui où l'on doit regarder qu'un point d'inflexion s'est transporté k 
l'infini (1). 

18t. Ce résultat pouvait être prévu. Si l'on coupe par une droite parallèle à son 
asymptote une branche infinie disposée comme celles de l'hyperbole, cette sécante 
aura sur la courbe deux points dont un à l'infini, et si on la transporte parallèlement 
à elle-même, elle deviendra asymptote quand ces deux points seront réunis. Lors- 
que les deux bras tels que 1M et J,N, sont d'un même côté de l'asymptote, une 
sécante parallèle k cette droite peut couper la courbe en deux points à distance 
finie; s'ils se réunissent au point d'intersection qui est k l'infini, il y a asympto- 
lisme avec inflexion. 

Il est facile de voir que deux bras tels que JN et J , N, qui s'étendraient dans la 
même direction, donneraient un rebroussement k l'infini. 

On peut étudier de la même manière la disposition des bras des branches paraho- 
tiques, c'est-k-dirc infinies sans asymptote, mais cette question est moins utile. 

(1) Deux sections planes d'un même rone sont U projection conique Pune de l'autre. En étudiant 
la projection conique d'une courbe et d'une de ses tangentes sur un plan convenablement placé, nous 
i vous pu étudier la disposition des branches infinies des courbes. On emploie souvent ce mode de 
transformation dans les discussions et les recherches de la Géométrie. 
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CHAPITRE V. 

SURFACES DE RÉVOLUTION. 



Définition et principales propriétés. 

ISîi. La surface qu'une courbe plane BC (fig. 10a ) engendre en tournant autour 
d'une droite AZ contenue dans son plan, est dite de révolution. La droite fixe est 
l'are de la surface ; la courbe génératrice en est la méridienne ; son plan est le plan 
méridien. 

Quand la méridienne est symétrique par rapport à l'axe, comme un cercle tour- 
nant autour de l'un de ses diamètres, il lui suffit d'une demi-révolution pour 
engendrer toute la surface. Dans le cas contraire, une révolution complète est néces- 
saire; alors chaque plan passant par l'axe contient deux méridiennes dans des 
positions symétriques. 

I n point quelconque M de la méridienne décrit un cercle dont le plan est per- 
pendiculaire à l'axe et dont le centre O est sur l'axe. Ce cercle a reçu le nom de 
parallèle. 

On peut considérer la surface comme engendrée par un cercle mobile soumis aux 
conditions de rencontrer une courbe bc, d'avoir son centre sur une droite AZ, ci 
d'être dans un plan perpendiculaire à cette ligne. La directrice bc engendrerait la 
surface par sa révolution autour de l'axe ; si elle est plane, et si son plan contient 
l'axe, c'est la méridienne dans une de ses positions. 

186. En un point quelconque M de la surface, la tangente MT au parallèle étant 
perpendiculaire au rayon OM et à l'axe OZ, l'est aussi au plan de ces deux ligues, 
qui est le plan méridien du point M. Le plan tangent au point M contenant MT sera 
également perpendiculaire au plan méridien. Ainsi, tout plan tangent à une surface 
de révolution est perpendiculaire au plan méridien du point de contact. 

La normale MN à la surface au point M, étant perpendiculaire au plan langent, 
se trouve dans le plan méridien, et par conséquent va rencontrer l'axe en un 
point N. 

Si le plan méridien OMN tourne autour de AZ, eu entrainant toutes les lignes 
qu'il contient, la droite MN engendrera un cône de révolution dont le parallèle sera 
la base; elle rencontrera donc toujours à angle droit la tangente de ce cercle, et par 
suite elle sera normale à la surface, car elle l'est déjà à la méridienne dans toutes 
ses positions. Ainsi les normales à une surface de révolution, aux différents points 
d'un mfme parallèle, forment un cône de révolution dont le sommet est sur l'are. 

187. Quand on veut résoudre des problèmes relatifs à une surface de révolution, 
on prend l'un des plans de projection perpendiculaire à son axe; c'est générale- 



Digitized by Googh 



CHAPITRE V. - SCRFACF.S DK ItfiVOLUTIO.N. - CL. XXVIII. 

ment celui qui* l'on considère comme liori/.onlal. Les deux projections de l'axe sont 
alors un point 0 el une verticale O'Z ifig. 1 i<>;. On appelle plan méridien principal 
le plan passant par l'axe et parallèle au plan vertical. La méridienne qu'il contient 
se projette en vraie grandeur SUT le plan vertical: dans l'épure qui nous occupe, 
elle se compose de deux courbes identiques G'B'E G' et (',', H', E", (7, symétriquement 
placées par rapport à l'axe. 

188. Proposons-nous de trouver la projection verticale du point de la surface 
dont la projection horizontale est un point donné m. Si nous supposons que le 
point cherché se transporte sur son parallèle jusque dans le plan du méridien prin- 
cipal, sa projection m décrira un arc de cercle dont le point O sera le centre, et se 
placera en « surOB; sa projection verticale se trouvant alors sur la méridienne G E 
sera nécessairement n' ou ri. Si nous ramenons maintenant le point dans sa posi- 
tion, sa projection verticale se transportera horizontalement en m ou m" en regard 
du point m. 

On eût trouvé les mêmes points m' et m" en transportant le point m sur la projec- 
tion B, G, de la méridienne inverse. 

Si la perpendiculaire à la ligne île terre menée par le point n n'avait pas ren- 
contré la méridienne principale, il n'y aurait pas eu de solution ; il faut donc que 
le point n soit entre les points G el B, ce cpii nous montre que les parallèles des 
points G, G'; et 'B, B'j forment le contour apparent de la surface sur le plan hori- 
zontal. En tous les points de ces parallèles la tangente au méridien est verticale, et 
le plan langent qui la contient est également vertical. 

189. Si l'on avait donné la projection verticale m d'un point de la surface, on 
eut trouvé la projection horizontale par la même construction faite en ordre inverse. 
Ainsi le point m' aurait été porté sur la méridienne principale en n par une hori- 
zontale, puis projeté en « sur GB, et ramené par un arc de cercle en regard de n» 
en m ou m 0 . 

L'horizontale du point m' coupe la méridienne en un second point N' qui fait 
trouver deux autres solutions M et M 0 ., 

On reconnaît facilement que le point m' ne serait la projection d'aucun point de 
la surface, s'il était au-dessus de l'horizontale G' G, , au-dessous dcE'E',, adroite • 
de l'arc G'B'E' de la méridienne, ou à gauche de l'arc G', B, E', de la méridienne 
inverse. On obtient ainsi le concours apparent de la surface sur le plan vertical. 

Si le point ni se trouvait dans l'intérieur de l'une des deux méridiennes G'K 
et G', E', , on n'aurait que deux solutions. Les arcs G'G'E' et G', G, E', ont le caractère 
de contour apparent pour la partie intérieure de la surface; ils formeraient réelle- 
ment le contour apparent d'un corps qui serait engendre par la révolution de l'aire 
G'C'E'rf'a'. En tous les points de la méridienne principale, la tangente du parallèle 
est perpendiculaire au plan vertical, et le plan tangent qui la contient est également 
perpendiculaire ii ce plan. 
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190. Proposons-nous maintenant de construire le plan tangent au point [m, m') 
•le la surface [fig. i 10). 

Pour avoir au point donné la tangente de la méridienne, nous amenons cette 
courbe dans le plan méridien principal par une rotation autour de l'axe; le point 
m, m') se place en (n, ri) ; nous pouvons tracer la tangente «'F', et déterminer 
le point F où elle perce le plan liorizontal. Si la méridienne est ramenée dans sa 
première position, le point F décrit 1111 arc de cercle autour du point 0 et s'arrête 
en /, la tangente se meut sur un cône de révolution dont le sommet est au point 
K de l'axe, et ses projections définitives sont mof, m'Kf; ses traces/ et H' appar- 
tiennent aux traces du plan tangent. 

Ce plan contient encore la tangente du parallèle, qui est horizontale et perpen- 
diculaire à m/, sa trace horizontale /L est donc aussi perpendiculaire a m/: sa trace 
verticale est déterminée par les points H' et L. 

Pour démontrer la pcrpendicularilé de /L sur fm, on peut dire que 0/ est la pro- 
jection de la normale à la surface, ou encore que le plan horizontal et le plan tan- 
gent étant l'un ci l'autre perpendiculaires au plan méridieu Ont, leur intersection, 
qui est la trace /L, est perpendiculaire au plan méridien, et par suite à sa trace. 

En menant la droite n'R perpendiculaire à ri F, nous déterminerons sur l'axe le 
point R, sommet du cone formé par les normales à la surface le long du parallèle 
' mn, m' ri). La droite R/n'est donc la projection verticale de la normale au point 
m, m'), et elle doit par suite rencontrer à angle droit la trace H'L du plan 
langent. 

191. En raisonnant comme nous l'avons fait pour le cône à l'article 181, on 
reconnaît qu'une surface de révolution n'a pas de plan tangent aux points OÙ la 
méridienne rencontrerait l'axe obliquement, mais en ces points-là seulement. 

Au point (m, tri ; \fig. i io) les tangentes au méridien et au parallèle sont de cotés 
différents de la surface; le plan qui contient toutes les tangentes coupe donc la sur- 
face. Nous rencontrerons d'autres exemples de celte disposition, qui conduit à une 
question intéressante que nous étudierons dans le second volume. 

Le plan tangent au point (M, tri) n'aurait que ce point de commun avec la 
surface. 

Sections planes. - [PL XXJX.Jig . lia.} 

192. La méridienne est (El), E'D). l'axe (0, 0"Z); Ra et a' H' sont les traces 
du plan sécant sur le plan horizontal et sur le plan méridien principal aT. Ce plan 
est notre plan vertical ; mais, pour empêcher les deux projections de se superposer, 
nous l'éloignons de la longueur aa' avant de le rabattre. 

Nous coupons le plan et la surface par une série de plans horizontaux convena- 
blement espacés. Les sections du plan donné sont des droites parallèles à aR, dont 
on obtient les projections horizontales en ramenant en J3, y, ... les points $','f, ... où 
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la trace a' H' rencontre les horizontales j3'B", -/('" traces verticales des plans auxi- 
liaires. Les sections de la surface sont des parallèles qui se projettent horizontale- 
ment en vraie grandeur. Les rencontres respectives des droites et des cercles 
donnent, sur le plan horizontal, les points 1, 2,3, ... qu'on relève sur les projections 

verticales des parallèles en 1', a', 3' 

193. On reconnaît par la construction même que l'intersection du plan donné 
avec le plan méridien qui lui est perpendiculaire est un axe de la courbe. La pro- 
jection horizontale OR de celte droite est également un axe de la projection de la 
courbe. y Sur le plan vertical la droite O'R' rencontrant obliquement les cordes 
horizontales qu'elle partage en parties égales, est simplement un diamètre de la 
projection. 

Pour avoir les points où le plan vertical OK rencontre l'intersection, nous le fai- 
sons tourner autour de l'axe, de manière à le rabattre sur le plan méridien prin- 
cipal. La droite (01, O'R') devient (OR,, O'R', ) et coupe la méridienne D',I?, aux 
points (m,, m\ ; et (n„ n\ ) qu'on ramène en 'm, m' \ et in, ri). A ces points, la 
tangente est horizontale, et par suite ses projections sont respectivement parallèles 
à R a et à la ligne de terre. 

La tangente est également horizontale aux points (6, 6' ) et (' 1 3, 1 3' ) qui sont situés 
sur le parallèle supérieur, et qui, par conséquent, sont les plus élevés de la courbe. 

194- . La tangente en un point quelconque (5, 5') de l'intersection, est contenue 
dans le plan tangent et dans le plan sécant. Si nous ramenons le point considéré 
dans le plan méridien principal par une rotation autour de l'axe, il se placera en 
(B, B') et nous pourrons tracer la tangente B'T' à la méridienne. Elle perce en JT, T'j 
le plan horizontal 17'. 2' que nous choisissons pour cette construction. Nous rame- 
nons le point T en T, sur la droite 05, et la trace du plan tangent est la droite 
T,T,, perpendiculaire àOT,. La trace du plan sécant sur le plan horizontal choisi 
est 17.2. Le point de rencontre T, et le point T„ qui lui correspond sur l'hori- 
zontale 17'. 2', font connaître la tangente. 

Nous avons opéré sur un plan horizontal plus élevé que celui qui nous a d'abord 
servi, pour maintenir les constructions dans le cadre de l'épure. 

Par suite des symétries que nous avons établies, les tangentes aux points (5,5 ) 
et f 1 4 . 1 4') rencontrent la droite (RO.R'O') en un même point (K,K'). 

195. La projection horizontale de l'intersection touche les parallèles qui for- 
ment le contour apparent de la surface aux points 3 et 16 d'une part, 9 et 10 de 
l'autre. 

La trace a' II' coupe la 'méridienne ET, D', aux points u'ctr'; la projection verti- 
cale de la courbe passe par ces points, et y est tangente à la méridienue, qui doit 
être considérée comme le contour apparent de la surface (art. 189). La projec- 
tion traverse la méridienne entre les points 18' et 1'; mais cette rencontre ne 
correspond pas à un point commun dans l'espace. 

10. 
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La projection verticale de l'intersection parait se confondre, sur une petite lon- 
gueur, avec la méridienne E l)'; mais en réalité elle la traverse seulement, et ces 
courbes ne se rencontrent même pas dans l'espace, comme on le voit par la projec- 
tion horizontale (i). 

191». La courbe se développe sur chaque plan de projection, sans que ses pointe 
se superposent deux à deux, et, par suite, il n'y a pas d'arcs parasites. Les deux 
projections admettent en conséquence des tangentes communes perpendiculaires à 
la ligne de terre ; il y en a quatre : chacune d'elles l'orme les deux projections d'une 
même tangente de l'intersection. On voit immédiatement la position approximative 
des points de contact de ces lignes : l'un d'eux est entre (4.4' j et ( 5.5'; ; mais on 
ne peut le déterminer d'une manière un peu précise que par une courbe d'er- 
reur. 

Après avoir tracé la tangente 4-'j au point 4t nous cherchons dans le cercle 
dont le rayon est 4'j la longueur \ .c du sinus de l'angle qu'elle fait avec une 
perpendiculaire à la ligne de terre. Nous déterminons ensuite, dans des cercles 
de même rayon, les sinus des angles analogues pour d'autres tangentes: on 
trouve pour celle du point 5 la ligne M/. 

Ces longueurs sont ensuite portées sur les traces des différents plans auxiliaires, 
à partir d'une verticale /A, (fig. n3), à droite ou a gauche de cette ligne, sui- 
vant que sur le plan horizontal elles sout à droite ou à gauche des perpendi- 
culaires t,c, T,A, ... à la ligne de terre. Quand ou a déterminé un nombre suf- 
fisant de points a , b , c, d' ', on les uuit par une courbe, et le point e' où elle 
coupe la verticale ).).,, fait connaître la hauteur du parallèle qui contient le point 
pour lequel l'angle analogue à bT t b' est nul. Par crainte de jeter un peu de con- 
fusion sur l'épure, nous n'avons pas fait les opérations pour déterminer les 
points de la courbe qui sont sur ce parallèle. 

Les autres points de l'intersection où la tangente est perpendiculaire à la ligne 
de terre sont situés près de (17,17'), (i2,ia*J et [v, <t). 

Principales propriétés de l'hyperboloide de résolution. (Pl. XXI III, fig. 1 II.) 

197. Nous allons nous occuper de la surface engendrée par la révolution d'une 
droite autour d'un axe qu'elle ne rencontre pas; nous établirons tout d'abord celles 
de ses propriétés qui nous seront utiles pour les constructions. 



' il Si la courbe d'intersection coupait deux fois la méridienne (EU, E'D 7 ) près le point (7,7'J, 
clic aurait sur le plan vertical, avec celle ligne qui forme contour apparent, deux points de contact 
analogues à «' cl v . Alors, en déplaçant le plan sécant, on pourrait réunir ces points, et les courbes 
Muipleincnt tangentes dans l'espace, auraient en projection un contact du troisième ordre. 

ltien dans notre raisonnement n'est spécial aux surfaces de révolution; ainsi nous voyons que 
quand une courbe tracée sur une surface est tangente .1 son contour apparent, le contact s'èleve 
au troisième ordre sur le plan de projection. 
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L'axe est la verticale (0, OV ; ; ae et a' e' sont les projections de la génératrice 
dans sa position initiale, que nous supposons parallèle au plan vertical. 

Un point quelconque [p*p', décrit un parallèle .qui se projette eu vraie grao- 
deur sur le plan horizontal. La perpendiculaire abaissée du point (> sur ae donne 
la plus courte distance de l'axe à la génératrice, et le point (e, e') de cette 
droite étant le plus rapproché de l'axe, décrit le plus petit parallèle ou cerrlt ,U 
gorge. Toutes les génératrices sont à la même distance de l'axe; par suite, leurs 
projections horizontales se trouvent également éloignées du point O, et tangentes à 
la projection du cercle de gorge. Il est facile de voir qu'aucun point de la sur- 
face ne peut se projeter dans l'intérieur de ce cercle, qui présente ainsi le carac- 
tère géométrique de contour apparent, et doit être tangent, en projection hori- 
zontale, à toutes les lignes qu'il rencontre sur la surface, à moins que leui 
tangente au point de contact ne soit verticale. 

Sur la ligure, nous avons limité la génératrice au plan horizontal de projection 
et au plan du cercle de gorge; mais elle doit être considérée comme indéfinie. 

198. Prolongeons la droite ae jusqu'à sa seconde rencontre avec la trace de la 
surface en a,, relevons ce point en à, sur la ligne de terre, et traçons la droite a',t': 
les doux lignes {ae, a'e) et a, e, d l e > ) engendrent la même surlace dans leur 
révolution autour de l'axe, car on voit, par la symétrie delà figure, que deux points 
\ p, p"), i ' p,,p',) situés à la même hauteur décrivent exactement le même cercle. 

Ces nouvelles génératrices rectilignes sont, comme les premières, à une distance 
de l'axe donnée par la ligne Oe; elles sont donc aussi tangentes au cercle de gorge, 
sur le plan horizontal, ce qu'il était facile de prévoir d'après ce que nous avons dit 
à l'article 197. 

199. Supposons que l'on donne la projection horizontale m d'un point situe sur 
la surface, au-dessous du plan du cercle de gorge : en traçant la projection hori- 
zontale nmn, du parallèle qui passe par ce point, nous déterminerons sur les géné- 
ratrices initiales des «deux systèmes les points [n, n'j et in,, n\ ) qui décrivent rp 
cercle, et nous ohtiendrons sa projection verticale n'n\, sur laquelle nous pourrons 
relever la projection m' du point. 

Quand le point (n, n') vient en (m, m' ;, la projection ane de la première géné- 
ratrice, toujours tangente au cercle de gorge, prend la position srnr, et l'on 
obtient la projection verticale correspondante j'oiï, en relevant. les points « et r. 
respectivement sur A' A', et F'G'. De même, quand le point in,, n\\ vient en 
(m, m'), la génératrice [a, n, e, a\ h\ ef) prend la position <s,mr,, s\m'r\). Il 
passe donc par le point {m, m') deux génératrices faciles à déterminer: elles sont 
leurs propres tangentes, et par suite le plan tangent de la surface au point m a 
pour traces ss, et rr, sur le plan horizontal de projection et sur celui du cercle de 
jjorge. Ces lignes sont perpendiculaires à la trace Om «lu plan méridien, connut 
nous savons que cela doit être ( art. 190). 
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Si le point de la surface projeté en m avait été au-dessus du plan du renie 
de gorge, on eût relevé n sur a\ e' en /»", et n, sur aé; les traces des généra- 
trices projetées sur mr et mr, eussent été aux points de rencontre du cercle AA, 
avec ces droites prolongées au delà de r et de r,. 

200. Si le point de contact m change de position en restant toujours sur la 
génératrice n, la droite ss t tournera autour du point s. Le plan tangent n'est 
donc pas le même aux divers points d'une génératrice rectiligne. ainsi que cela 
h lieu pour les cônes et les cylindres. 

On remarquera encore que le plan tangent coupe la surface suivant les droites rs 
et r,*,. Nous avons déjà dit fart. 19i\ que le plan qui contient les tangentes à 
loutes les courbes qui se croisent sur une surface en un point, se présente quelque- 
fois comme plan sécant. 

201. Si nous supposons que l'horizontale (Oc, é) tourne de 180 degrés, en 
entraînant avec elle la génératrice !>«,, e'a\), cette ligne prendra la position 
( ib,, e a' j, et elle sera évidemment parallèle à iea, c'a' J. Nous voyons donc qu'une 
génératrice du premier système est toujours parallèle à une génératrice du second. 

Les génératrices parallèles ea et ib, déterminent le plan tangent à la surface au 
point infiniment éloigné où elles se rencontrent, comme rs et r,s, déterminent le 
plan tangenten m. Les traces de ce plan tangent* l'infini sont ab,, cOs et a' é sur 
le plan horizontal de projection, le plan du cercle de gorge et le plan vertical . 

202. On construit la méridienne en relevant sur le plan vertical les points où 
les projections horizontales des différents parallèles rencontrent la droite AOA,, 
trace du méridien principal : ainsi P en P'. 

On a 

—i 

Ung'aV0'= Ci« 

e'I 

Ou déduit de cette équation 

— * — ■ 

. , (/v P'f — rO 

tang'a e 0' = — —, — ♦ 

en remarquant que les longueurs/»'/ et P'i sont égales au coté et à l'hypoténuse 
pO du triangle rectangle pOe. 

L'angle oVO' et le rayon cO du cercle de gorge sont eonstanU; les longueurs 
éi et Pi peuvent être considérées comme les coordonnées du point quelconque P' 
de la méridienne : on voit d'après cela que cette courbe est une hyperbole. Cette 
circonstance a tait donnera la surface le nom d 1 ' hyperboloïde de révolution (1). 

. — r — — 

(1) En géométrie générale on considère deux hyperboloïde* de révolution : l'un h une nappe est 
relui dont nous non» occupons , l'autre à deux nappes est engendré par la révolution d'une hyperbole 
autour de ton axe transverse. Nous ne parlerons pas de ce dernier, qui n'est d'aucune utilité dans les 
arts graphiques. 
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Il est facile de voir que la réciproque de la proposition que nous venons d'éta- 
blir est vraie, et que la surface engendrée par la révolution d'une hyperbole quel- 
conque autour de son axe non transverse admet deux systèmes de génératrices 
rectilignes. 

203. La méridienne principale que nous venons de construire forme le contour 
apparent de la surface sur le plan vertical, et par suite les projections des généra- 
trices lui sont toutes tangentes. Ainsi, si nous déterminons le point [v u v'joù 
la génératrice (t t r t , s\r\) rencontre le plan méridien principal, la droite s\r\ 
devra être tangente en ce point à l'hyperbole. Supposons maintenant que la ligne 
is t r t , s\r\) tourne sur la surface de manière que le point (r,, r\) se rapproche de 
(e, e'), le point de contact*', s'éloignera, et sera à l'infini quand la droite r,s, aura 
pris la position ea,. La droite a\ é est donc une tangente dont le point de contact 
s'est éloigné à l'infini, c'est-à-dire une asymptote. La projection horizontale de 
cette ligne cstOct, ; on voit qu'elle est parallèle aux deux génératrices (ea„ e'a\), 
[%b, e'a\) et dans le même plan qu'elles. 

Par les mêmes raisons, la droite (Oa, e'a'.i, seconde asymptote de l'hyperbole 
méridienne, est parallèle aux génératrices (ea, éa'\, (sb,, n'a'), et dans le plan 
qu'elles déterminent. 

204. Si nous supposons que l'on fasse tourner d'un même mouvement l'asymp- 
tote Oa et les génératrices parallèles ea et ib it ces droites resteront parallèles, et 
dans un même plan mobile avec elles; pendant que les deux dernières décriront la 
surface, la première, toujours asymptote de l'hyperbole méridienne dans les diffé- 
rentes positions, engendrera un cone dont le sommet sera au point (0, e'), qui est 
le centre du cercle de gorge, des hyperboles et de la surface. 

Le plan {ab t , a'e'), tangent au point infiniment éloigné où les génératrices ea 
et tb, se rencontrent, est évidemment tangent au cône asymptote le long de la géné- 
ratrice parallèle Oa. 

Nous voyons donc : 

i°. Que tout hyperboloïde de révolution est asymptote d'un cone également de 
révolution ; 

j°. Que les génératrices de ce cone sont respectivement parallèles aux généra- 
trices de la surface dans les deux systèmes; 

Que les plans tangents au cone asymptote contiennent les génératrices de 
l'hyperboloïde parallèles à la génératrice de contact «lu cone, et sont tangents au 
point infiniment éloigné où ces droites se rencontrent. 

Sections planes de ( hyperboloide de rémlution . 
I" ExttMH.it. - Ate vertical; section elliptique. [Planche XXX.) 

205. L'axe de la surface est la verticale (0, CL' J \fig. 1 14 ) ; les projections de 
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UVRE II. - CYLINDRES, COSF.S ET SURFACES DE RÉVOLUTION. 
I i génératrice considérée dans sa position initiale, que nous supposons parallèle 
.m plan vertical, sont a L, a L' ; enfin les traces du plan sécant sur le plan hori- 
zontal et sur le plan méridien principal sont aR et a'O'. 

!)«•> plans auxiliaires horizontaux B'/5', C ,'•/' coupent le plan donné suivant des 

droites 77 t rhyperbnloide suivant des parallèles ifi8, 'ic-],... Les 

points de rencontre des droites et des cercles situés dans les mêmes plans auxi- 
liaires appartiennent à la courbe; on les obtient immédiatement sur le plan hori- 
zontal, et on les relève sur les lignes Wp, C 7 ', ... du plan vertical. 

I.a tangente en un point i, Y passe par le point T, intersection de la trace Ry 
iiu plan sécant, avec la trace du plan tangent art. 199;. 

!2<M». La droite OR. OR . intersection du plan sécant par le plan méridien qui 
lui est perpendiculaire, est un axe de la courbe dans l'espace; OR est égale- 
ment un axe de la projection horizontale; O R' est le diamètre de la projection 
verticale conjugué avec les cordes horizontales art. 193 j. 

Les points 1. 1 et *>, 5' . OÙ l'axe OH, O R' rencontre la surface, sont deux 
sommets de l'intersection : nous allons nous proposer de les déterminer. 

'207. Si nous supposons que la droite OR, O R tourne autour de l'axe, elle 
engendrera un cône droit qui aura pour trace le cercle RQP, et dont nous pour- 
rons obtenir l'intersection avec la droite ;</L, a L '}. Pour cela, menons par le 
point O.O une parallèle ii cette ligne, et déterminons sa trace horizontale p : 
le plan passant par le sommet du cone et par la génératrice donnée iaL, a' L : 
aura pour trace horizontale ag, et coupera le cône suivant deux droites OP et OQ. 
La première rencontre la génératrice al. au point />, et si nous la Taisons tourner 
autour de l'axe jusqu'à ce qu'elle prenne la position OR, le point d'intersection /> 
décrira un parallèle commun aux deux surfaces, et se placera, en projection bon 
zontale. au point 1, que nous relevons en 1'. 

L'autre droite OQ coupe la génératrice ah de l'hyperboloïde, au delà du sommet 
du cone, en un point <y, que l'on ramène en (5, 5'j. 

Il importe de bien saisir l'esprit de l'artifice que nous venons d'employer. Nous 
devrions faire tourner la génératrice al., a'V ; jusqu'à ce qu'elle rencontrât la 
droite 1 OR, O R ; mais nous préférons l'aire mouvoir la seconde, qui décrit un 
cone. Les points d'intersection sont ainsi déterminés facilement, mais hors de leur 
position, et il faut les ramener sur la droite OR. O'R ). 

€ 208. En construisant notre épure, nous avons déterminé tout d'abord les points 
1. 1' et :">, V ; puis nous avons choisi des plans horizontaux auxiliaires disposes 
de manière à partager en parties égales la différence de hauteur des points 1' et 5'. 
Le plan passant par le milieu fi, I' de l'axe (1 .5, i'.5'} Tait connaître les sommets 
^ i. i et 7. 7 du second !ixe. Nous savons que la courbe est une section conique : 
••Ile a quatre sommets : c'est donc une ellipse. Nous avons les deux axes 1 . S et 3 .7 
delà projection horizontale, et deux diamètres conjugués i'.5' et V. 7' de la pro- 
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jection verticale. La tangente (T3, T'3') obtenue directement doit être parallèle 
a (OR, O R'). 

209. Pour représenter sur le plan vertical l'hyperholoïdc tronque, nous avons 
déterminé les arcs d'hyperbole qui forment le contour apparent du corps; ils se 
terminent en des points u' et v de la trace du plan sécant sur le plan méridien 
principal. L'ellipse d'intersection pas.se par ces points, et y est nécessairement 
tangente, en projection, au contour apparent. 

Si l'on voulait obtenir d'une manière précise les points u et <•', on opérerait 
comme nous l'avons fait pour les points i' et :V, en considérant un cône auxi- 
liaire engendré par la révolution de la droite (Oa, O'a') autour de l'axe. La 
construction est faite pour le point e'. . 

La génératrice faL, a' h", a été tracée, comme une ligne existant réellement, 
jusqu'au point h, h' ) où elle rencontre le plan sécant. 

210. Discussion de la forme de la courbe de section. 

La courbe est toujours une section conique (i); il est intéressant de savoir 
comment on peut promptement reconnaître son espèce, d'après la manière dont 
les constructions se disposent. 

La droite ag, trace horizontale du plan qui passe par la génératrice donnée 
et par le point (0, 0') où l'axe perce le plan sécant, peut couper le cercle PQ, 
trace du cône auxiliaire, le toucher ou ne pas le rencontrer : de là trois cas à 
examiner. 

i°. La droite a g coupe le cercle PQ. 

Si, comme cela a lieu sur la figure \ 1/4, la droite al, rencontre les génératrice 
OP et OQ du cône auxiliaire, l'une OP en un point p placé du côté du sommet O 
où est sa trace P, l'autre OQ en un point q situé sur son prolongement au delà de 0, 
les points i et 5 se trouveront de part et d'autre de l'axe, et la courbe sera une 
elKpse (a): 



(i) Nous admettons le* principales propriétés des surfaces du second degré, etdu moment qu'il est 
prouvé que la surface engendrée par une droite qui tourne autour d'un axe qu'elle ne rencontre 
pas est un hyperboloïde, nous en concluons que ses sections planes sont des sections coniques; 
mais il serait très-facile de le prouver. 

Un point tel que 8 est donné par l'intersection d'une droite a. 8 avec un cercle. La distance I 
laquelle la droite se trouve du point O est proportionnelle à l'abaissement du plan auxiliaire a'. 8' au- 
dessous de O'; le carré du rayon du cercle es» facile à trouver d'après les constantes du problème, et 
rabaissement du plan au-dessous de L' (art. 908). Ces indications suffisent pour montrer comment 
on peut trouver une relation entre les longueurs Oe et e8, que l'on peut considérer comme les 
coordonnées du point 8. 

(a) Si l'on ne saisit pas immédiatement la justesse de cette conséquence,' on pourra supposer le 
plan sécant perpendiculaire au plan vertical (Jlg. 1 15). Les points i' et 5' seront alors les intersec- 
tions du contour apparent avec la trace verticale S' du plan sécant, et ils limiteront, sur cette trace, 
I. 'I 
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Si l;i génératrice al. esl parallèle à l'unr des lignes OP et OQ, un des deux 
sommets qui sont sur la ligne OR se trouvera à l'infini, et la courbe sera une 
parabole. 

Enfin, si la génératrice al. rencontre les droites OP et OQ, toutes deux en 
deçà du point O, ou toutes deux prolongées au delà, les sommets i et :') se trou- 
\eront d'un inéine cote de l'axe, et la courbe sera une hyperbole. 

a". La droite ag touche fe cercle PQ. 

Le plan qui contient la génératrice al., et dont Og est la trace, louche le cone 
auxiliaire, et se trouve, par rapport à l'hy perboloide, dans une position identique 
a celle du plan sécant. Celui-ci contient donc une génératrice, et, connue la sec- 
tion est symétrique par rapport à OR, ou voit qu'une seconde droite apparte- 
nant à la surface s'y trouve également contenue : le plan est tangent a leur point 
de rencontre. 

Dans le cas que nous examinons, les lignes OP et OQ sont confondues, et 
les deux sommets sont réunis en un point où se croisent les deux droites qui 
forment la section. (!e point disparaîtrait à l'infini, et les droites seraient paral- 
lèles, si la ligne sur laquelle OP et OQ >c réunissent était parallèle à la généra- 
trice al.. 

3". La droite ag ne rencontre /tas le cercle PQ. 

Dans ce cas, la ligne OR est un axe sans sommets, un axe non transverse, el 
par suite la courbe est une hyperbole. Nous allons examiner ce cas, qui nous' don- 
nera une occasion d'étudier directement la question des branches infinies et des 
asymptotes. 

ll r KxmrLF — Ut r, rv,„l; tr< fort hr/'rri'ohqur. ( Planche XXXI.) 

211. 1,'axe de la surface est la verticale [O, O'O"; la génératrice considérée 
dans sa position initiale parallèle au plan vertical est af, a'/' ; enfin les traces du 
plan sécant sur le plan horizontal et sur le plan méridien principal sont R« et O a . 

Nous déterminons comme précédemment l'axe OR, O R' i de la courbe, el nous 
cherchons les points où il coupe la surface art. 207,). Nous trouvons que le cercle 
décrit du point O comme centre, avec OR par rayon, trace du cone auxiliaire, ne 
rencontre pas la droite a«. trace du plan qui passe par le sommet du cône el qui 
contient la génératrice af, àf ,. Nous en concluons que l'axe (OR, CVR'j est non 
transverse, et que l'intersection est une hyperbole art. 210). 

212. l a considération du cone asymptote va nous conduire à la même consé- 

la projwtion Je la courbe. Quand ils seront de côté» différents de luxe, comme cela a lieu sur la 
trace S', l'intersection -m projettera »ur la longueur i' 5', et sera nécessairement une ellipse. S'il» 
se trouvent d'un même cote de l'axe, comme sur la Iran- S", le serment étant en dehors du 

contour apparent sera parasite, cl se» prolongements a l'infini formeront la projection de la courbe, 
qui sera évidemment une hyperbole. 



Digitized by Google 



CHAPITRE VI. — INTERSECTIONS l>E SURFACES COURBES. 8'> 
quence, et aura d'ailleurs l'avantage de nous faire trouver les asymptotes de la 
courbe. 

Pour que l'intersection ait un point à l'infini, il faut que le plan sécant soit 
parallèle à la génératrice iaa,, a'a\ \ dans l'une de ses positions, et par suite à une 
génératrire du cône asymptote art. 201 1. 

La trace a, r d'un plan parallèle au plan sécant et passant par le sommet ()./ 
de ce cône, coupe sa trace a n rrn en deux points m et rj les génératrices Or et (I»* 
sont donc parallèles au plan sécant, et, par suite, l'intersection a deux points à 
l'intini. Si la droite v.,r avait été tangente à la trace du cône asymptote, la courbe 
aurait eu un seul pointa l'infini : elle n'en aurait pas eu si la droite n'avait pas ren- 
contré Ip'cercle. 

Il est facile de déterminer la position r,s, de la génératrice ««,, quanti elle est 
devenue parallèle à Or. Le plan tancent à l'hyperboloide au point de cette droite 
situé à l'infini contient la génératrice î,r a , qui, dans l'autre système, est parallèle 
à Or, et a pour trace la droite r,rr, art. 201 i. L'asymptote, étant dans ce plan 
et dans le plan sécant, passe par le point où les (rares se coupent : c'est la droitr 

W») parallèle a (r,*„ r>',.i. 

. On trouve de la même manière uni autre asymptote n, /n s , n^m'^i parallèle 
à la génératrice du cone projetée sur O/w. Ces deux asymptotes se coupent en un 
point I, Y de l'axe 'OK, OR. 

On détermine la courbe par points, comme précédemment; elle doit être tan- 
pente au cercle de gorge en projection horizontale, et à l'hy perbole méridienne en 
projection verticale. Si l'on veut avoir l'axe transverse, il faut faire passer un plan 
horizontal par le centre fl, I'). 



CHAPITRE VI. 

INTERJECTIONS DE SURFACES COURBES. 



Courbes souches. 

213. La tangente d'une courbe gauche en un point est, ainsi que la tangente 
d'une courbe plane, la limite des positions d'une sécante qui passe par ce point, el 
dont un second point d'intersection avec la courbe se rapproche indéfiniment du 
premier. 

Nous avons démontré fart. 108; que les courbes planes que l'on peut tracer 
sur une surface par un même point, ont leurs tangentes, en ce point, dans un 
plan. Pour étendre la démonstration au cas des courbes gauches, il suffit de suppo- 
ser que la ligne A ; fis- 77 1 appartienne à un système de génératrices tel que deux 
de ces lignes, dans des positions consécutives, ne se coupent pas-. 



8' 4 LIVRE II. — CYLINDRES, CONES ET Sl.RFACES DE HÉVOLLTION. 

Le théorème relatif à la projection des tangentes art. H6) peut ensuite être 
étendu sans diflieulté aux courbes gauches. 

2I-i. Considérons une droite TT' tangente d'une courbe gauche A en un point M 
fig. 117;, et faisons passer un plan Q par cette droite et par un autre point N de 
la courbe : si le point N se meut de manière à occuper sur la ligne A différentes posi- 
tions N', M, N le plan Q tournera autour de la tangente; il sera oscillateur de la 
courbe en M, lorsque le point de section N s'y trouvera réuui au point de contact. 

En général, une courbe ne traverse pas sa tangente, et. par suite, dans la partie 
voisine du point de contact, elle est entièrement d'un même coté de tout plan (.» 
qui contient cette droite. I.e plan serait cependant traversé si le point N où il 
coupe la courbe était réuni au point de tangence M. c'est-à-dire s'il était oscil- 
lateur. 

Il peut arriver qu'un plan oscillateur ne traverse pas la courbe. Supposons que 
le plan Q, mené par la tangente TT' et par un point N de la courbe, la coupe en un 
autre point Y [fig. 118), et que les deux points de section se réunissent au point M 
pour une certaine position du plan : toute la partie de la courbe située entre N et 
et P aura disparu, et il ne restera que les parties qui sont au delà de ces points 
d'un même coté du plan. Si le plan 0 continuait à tourner, il n'aurait plus que le 
point .M de commun avec la ligne courbe AA. Le contact de celte ligne avec son 
plan oscillateur en M est plus intime que dans le cas général examiné précédem- 
ment, car deux points de section se sont réunis au point de tangence. 

Cette circonstance se présente notamment quand une courbe tracée sur un 
cylindre ou sur un rone est tangente à une génératrice TT'. Tous les points tels que 
N et I* se trouvent alors deux à deux sur des génératrices. 

21.*». Supposons qu'un cercle soit déterminé dans le plan Q par les conditions 
de toucher la droite TT' au point M, et de passer par le point WJig. 1 17J. Quand le 
plan tourne, le cercle se modifie, et lorsque le point N est réuni au point M, son 
contact avec la courbe s'est élevé d'un degré; il est alors oscillateur. Le plan qui le 
contient est devenu osculaleur en même temps. 

Le cercle que nous considérons sur le plan mobile Q est tangent en M à la pro- 
jection de la courbe sur ce plan, et rencontre la même projection en N. On voit 
d'après cela que le cercle osculateur de la courbe est également osculaleur de sa 
projection sur le plan osculaleur. 

L'nc courbe gauche a une inflexion ou un rebroussement en un point quand sa 
projection sur son plan oscillateur en ce point a elle-même une inflexion ou un 
rebroussement. 

216. S/ la directrice d'un cône est une courlte gauche, et qu'en un point M de cette 
ligne la génératrice G lui soit tangente ; Jig. 1 ic, : , le plan osculateur de la courbe en ce 
point sera tangent au cône. 

Pour prouver ce théorème, considérons le plan qui passe par G et par une autre 
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génératrice G*, et supposons qu'on te fasse tourner autour de G, de manière <|uc 
tï' se rapproche de cette droite: le point N s'avancera en même temps vers .M. et le 
plan deviendra au même moment oscillateur à la courbe et tangent au cone. 
La même propriété existe évidemment pour le cylindre. 

217. Supposons maintenant que l'on rapporte une courbe gauche a deux plans 
coordonnés, dont un. le plan horizontal, lui soit oscillateur en un point M ifig. i ao i, 
et considérons deux points A et B situés sur la courbe près de M et de cotés diffé- 
rente : ces points sont l'un au-dessus et l'autre au-dessous du plan horizontal 

art. 214); leurs projections verticales A et IV sont l'une à gauche et l'autre a 
droite de la verticale du point M' : enfin la projection A . M B' doit être tangente à 
la ligne de terre XY qui est la projection de la tangente TM. Ces diverses conditions 
exigent que la ligne A'M'B' ait une inflexion en M'. 

Sur un plan vertical perpendiculaire à b tangente TM, les projections A" et B 
sont d'un même coté de la verticale du point M". Les autres circonstances étant 
d'ailleurs les mêmes que précédemment, la courbe A' M"B" a nécessairement un 
rebroussement de première espèce, dont la tangente est X,Y,. 

Dans ce dernier cas, la ligne de terre n'étant plus la projection de la tangente 
TM ", on pourrait douter qu'elle dut être tangente à la projection A"B": mais il faut 
remarquer que la droite TM est une génératrice du cylindre projetant, et qu'en 
vertu du théorème démontré à l'article 21(î, le plan horizontal qui est oscillateur 
de la courbe doit être tangent à ce cylindre. 

En résumé, la projection d'une courbe gauche sur un plan perpendiculaire à l tut 
de ses plans oscillateurs présente une inflexion au point corres/tondant . Si le jdait 
devient perpendiculaire à la tangente de la courbe, i inflexion se change en tut rehaus- 
sement de première espèce. Ixi tangente à l'inflexion ou au rebroussement est la tract 
du plan osetdateur sur le plan de projection. 

Le cylindre projetant a un rebroussement le long de la tangente TMM"; par 
conséquent : lorsque la directrice d'un cy lindre ( ou d'un aine) est tangente à tune 
des génératrices, la surface présente un rebroussement le long de cette drttite. 

218. Quand on projette une courbe gauche sur un plan perpendiculaire à une 
droite qui la rencontre en deux points, on obtient une ligne ayant un point double, 
telle que « elle qui est représentée sur la figure 6y. Si l'on suppose que la sécante 
se meuve de manière que la corde interceptée par la courbe soit de plus en plus 
petite, la feuille formée parla projection sur un plan perpendiculaire sera de plus en 
plus resserrée, et enfin, quand la sécante sera devenue tangente, la feuille se trou- 
vera réduite à un point, et la projection aura un rebroussement, comme nous l'a- 
vons reconnu par d'autres considérations. 

Il est d'ailleurs facile de voir que, quand un cône a un rebroussement le long 
«l'une génératrice, une courbe tracée sur la surface ne peut traverser cette droik', 
sans avoir de rebroussement, qu'eu lui étant tangente. 
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2lî). Li s résultais que nous avons obtenus à l'article 217 sont soumis à cer- 
taines restrictions : si la courbe gauche n'était |)as traversée par son plan oscilla- 
teur au point considéré M fig. \ la projection A H serait entièrement «l'un 
même cote rie la tangente XV, et le rebroussement sur un plan perpendiculaire a 
la tangente TM" serait de seconde espèce. 

Nous avons vu art. 21 1 qu'une courbe était d'un même côté de son plan oscil- 
lateur, quand, par suite de sa l'orme particulière, deux points de rencontre N et I' 

fig. ■ iK se reunissaient au point de contact M, île sorte qu'elle avait en commun 
avec le plan quatre points réunis en un seul. Dans ce cas, la projection A h" 

fin. 121 sur un plan perpendiculaire au plan oscillateur doit avoir sur la tan- 
gente XV quatre points reunis en un seul M : le contact est donc plus intime 
<l'un degré que dans le cas d'une inflexion, et le rayon de courbure est également 
infini, c'est-à-dire qu'un cercle tancent ii XY en M ne pourrait, quelque grand 
que fut son rayon, se trouver entre la courbe A H et la tangente, dans la partie 
voisine du point M'. 

220. Les deux bras M'A et M IV fig. ii\ du rebroussement de seconde 
>•>>•■ e se superposent quelquefois: alors la projection s'arrête brusquement en M' . 
ioM> une partie parasite la continue si la courbe est géométrique. 

Supposons, par exemple, que l'on cherebe l'intersection du cylindre vertical dont 
la trace horizontale est B ( fig. laa). avec le cylindre dont la trace est A sur le plan 
vertical, et qui est perpendiculaire à ce plan. On trouve une courbe fermée qui se 
projette sur les arcs /</««, et m'n'm\. Chaque point tel que e est la projection de 
deux points «le la courbe, et chacune des extrémités n, »,, m et m, correspond a 
un seul point, où la tangente de l'intersection esl perpendiculaire au plan de pro- 
jection. On voit que des parties parasites nin t , m'jm, prolongent géométrique- 
ment les arcs utiles 

221 . Si l'on projette une courbe ayant une branche infinie sur un plan P perpen- 
diculaire à son asymptote MM, fig. i a3 ), la trace m de cette droite sera la projec- 
tion du point de la courbe situé à l'infini. 

Considérons un plan Q passant par l'asymptote, et faisons-le tourner autour de 
. ette ligne; lorsque le point X où il coupe la courbe aura disparu à l'infini, le plan 
sera oscillateur à l'inlini, et sa trace TT sera tangente à la projection AH de la 
courbe. 

Si le plan Q continue a tourner, le point de section N reparaîtra sur l'autre bras 
de la courbe en revenant de l'infini: on voit que la projection AH ne présente pas 
«b- rebroussement. Pour qu'il y en eùl un, il faudrait que les deux bras fussent d'un 
même cote de l'asymptote, c'est-à-dire qu'il y eut inflexion à l'infini art. 18ô . 
Alors, si les deux parties qui forment le rebroussement se superposaient, le pied de 
l'asymptote serait un point d'arrêt de l'arc utile de la projection, et une partie para- 
site la prolongerait. 



\ 
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222. La projection d'un»' asymptote, lorsqu'elle n'est pas réduite il un point, est 
asymptote de la projection île la courbe. 

Si la projection d'une courbe a une asymptote rectiligne, le cylindre projetant 
aura un plan asymptote, mais l'asymptote de la courbe peut être tout entière à l'in- 
fini dans ce plan; il peut aussi arriver que la brandie intime de la projection soit 
parasite au delà d'un certain point. On voit qu'une courbe sans asymptote, et un nie 
une courbe fermée, peuvent avoir pour projection sur un plan une courbe avec 
asymptote. 

Les notions que nous venons de donner sur la projection des courbes gauches 
sont très— importantes. Si on ne les possède pas bien, on sera souvent embar- 
rassé, dans le tracé des épures, pour se rendre compte des formes des courbes pro- 
jetées. 

Intersections de cônes et de cylindres. 

223. Four construire l'intersection de deux cônes, d'un cône et d'un cylindre, 
ou de deux cylindres, on emploie une série de plans auxiliaires disposés de manière 
à couper les surfaces suivant des génératrices. Ces droites donnent par leurs ren- 
contres des points de la courbe de section. Nous examinerons successivement dif- 
férents cas, de manière à donner la solution de toutes les difficultés. 

I" Kxrupi K. — hitrtuctum d un iyltndf rl d'un aine. — Pénétration, — Otaries fermées. 

{Planche XXXI//.) 

22 i. I n cone a son sommet au point 1 S, S i/ig. 1 24 .' ; base bpqc. . . est 
sur le plan horizontal; on doit faire dansée corps un trou qui permette d'y passer 

le cylindre dont la trace horizontale est m % nm et dont la direction est indiquée 

par la droite M, B,, M', B, . On demande de tracer les projections des arêtes hu- 
mées par l'intersection des deux surfaces. 

Far le sommet S, S' du cone. nous faisons passer une droite iSK, S'K' 1 paral- 
lèle aux génératrices du cylindre, et nous déterminons sa trace horizontale K. Toute 
droite passant par ce point, telle queKr, peut être considérée comme la trace d'un 
plan qui contient la droite SK, S'K , et qui, par conséquent, est parallèle au 
cy lindre et passe par le sommet du cone. Les génératrices îles deux surfaces qui oui 
leur trace en m, «i, et h, c sont dans ce plan, et, par suite, se rencontrent. On 
obtient ainsi quatre points (B, B'), (C, C), (B,, B',j et C,, C,). 

22.*». Si l'on veut avoir les points situés sur une génératrice déterminée, il faut 
opérer sur la trace du plan auxiliaire qui la contient. Ainsi, en joignant le point K 
au point /. trace de l'une des deux génératrices qui forment le contour apparent du 
cone sur le plan horizontal, on détermine sur la trace du cylindre les points » et 1 , 
qui font connaître les points I. et I., où la projection horizontale de la courbe louche 
la génératrice S/. 
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220. La tangente en un point quelconque 1 1$, B') est l'intersection des plans 
tangents aux deux surfaces le long des génératrices qui s'y croisent; elle passe donc 
par le point E. où leurs traces mK et bE se coupent : ses projections sont ainsi EB 
et EU. 

< >n ne peut pas opérer de la même manière pour la tangente au point (C, C), parce 
que les droites mE et cii, traces des plans tangents, ne se rencontrent pas dans le 
cadre de l'épure ; alors nous coupons ces deux plans par un troisième contenant 
la ligne i SK, S K : sa trace est une droite KFG passant par Je point K, et d'ail- 
leurs quelconque; ses intersections avec les [dans tangents sont la droite (FI, F T , 
parallèle aux génératrices du cylindre, et la droite GS, G'S' > passant par le som- 
met du cùne. Leur point de rencontre : I, 1 i appartient à la tangente. 

Si cela avait été plus commode pour les tracés, on eut pu couper les plans tan- 
gents par un plan horizontal ou par un plan parallèle au plan auxiliaire dont la trace 
est Kf. Nous donnerons '.art. 235 et 250; des exemples de ces constructions. 

'227. La droite Kn, tangente à la trace du cylindre, rencontre la trace du cone 
en deux points/} et q. Les génératrices qui percent le plan horizontal sur l'arc pq ne 
sont pas coupées par le cylindre ; la courbe ne s'étend donc de chaque coté que jus- 
qu'aux droites Sp, S'// i, S^, Sy i, qui lui sont par conséquent tangentes. Il est 
facile de voir que les génératrices qui sont au delà rencontrent deux génératrices 
du cylindre, tandis que celles-ci coupent seulement celle qui est projetée sur nf>Q 
et n>Q'. * 

La tangente K«, lait trouver sur le cône deux autres génératrices limites 
Sp,, S'//, , Sy,. S'y,). Les traces des plans auxiliaires qui rencontrent les deux 
surfaces sont comprises dans l'angle nKn,. La trace du cylindre est tout entière 
dans cet angle, et par suite toutes les génératrices du cylindre rencontrent le cone 
en deux points. L'intersection se compose ainsi de deux parties situées sur les sec- 
leurs coniques p,Sp et q,Sq; quand cette disposition se présente, on dit qu'il 
v a pénétration. 

Quelquefois le deuxième plan limite n'est pas tangent à la même surface que le 
premier. Nous examinerons bientôt ce cas. 

228. Nous avons représenté sur la figure i a5 la partie du cone qui est retran- 
chée par le cylindre, ou, si l'on veut, le volume qui serait commun aux deux corps 
s'ils étaient l'un et l'autre en relief. Sur chaque projection, le périmètre se com- 
pose de quatre droites appartenant aux génératrices qui forment le contour appa- 
rent des surfaces, et de quatre arcs de la courbe d'intersection. 

fl r ExMfPiP. — Intersection (te ilcnjc cônes. — Arrachement. — Courbe fermée. (Planche XX XIV.) 

229. La figure i 26 représente un cone en relief, dans lequel une entaille est 
faite par un autre cone. 

Les sommets et les traces horizontales des concs étant donnés, on détermine le 
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point K où la droite qui passe par les sommets (S, S') et T, T'; perce le plan hori- 
zontal, et de ce point on mène diverses droites, traces de plans auxiliaires qui cou- 
pent les surfaces suivant des génératrices. On obtient ainsi autant de points qu'il 
est nécessaire pour tracer les projections de la courbe. Nous avons indiqué la con- 
struction pour le plan auxiliaire déterminé par la ligne K<\ 

230. La tangente au point (C,, C,j passe par l'intersection des droites cG et 
m, F, tangentes aux traces des cônes ' art. 226 . Comme ce point de rencontre est 
éloigné, nous coupons les plans tangents aux surfaces, le long des génératrices 
qui se croisent au point : C,, C,), par un plan parallèle à celui qui les contient. Sa 
trace est une droite FG parallèle à Kc; ses intersections avec les plans tangents sont 
des lignes (Fl, PI') et (GI.G'l'i respectivement parallèles à (m, S, m, S'), et à 
( cT, c'T). Leur point de rencontre ( I, l'j appartient à la tangente (i). 

231. Du point K nous traçons les droites Krf et Kn qui touchent une des bases 
et coupent l'autre : ce sont les traces des plans auxiliaires limites ; elles détermi- 
nent sur le cône plein deux génératrices limites (Se, SV), (Se,, S'e\), et deux 
autres lp, Tp'), (TV/, TV/' ) sur le cône creux. Ces quatre droites sont tangentes 
à la courbe dans l'espace, et par suite en projection. 

Dans le cas que nous avons examiné précédemment, les génératrices du cône qui 
rencontraient le cylindre étaient réunies sur deux secteurs séparés. Ici cela n'a pas 
lieu : chaque surface est divisée par un plan limite en deux parties, dont l'une con- 
tient toutes les génératrices qui rencontrent l'autre surface. La courbe se compose 
d'une seule brandie : on dit qu'il y a arrachement. 

232. La projection verticale de la courbe présente k sa partie inférieure une 
forme presque anguleuse : il y aurait rebroussement si les génératrices S'iï et TV 
qui forment contour apparent sur les deux surfaces étaient dans un même plan auxi- 
liaire, c'est-à-dire si la droite déterminée par leurs traces horizontales u et v pas- 
sait par le point K, car les plans tangents suivant ces génératrices étant perpen- 
diculaires au plan vertical, la tangente de l'intersection au point de l'espace où elles 
se rencontreraient serait également perpendiculaire à ce plan (art. 217). On voit 
d'ailleurs que la projection verticale de la courbe devrait, sans traverser les droites 
TV et S' m', atteindre le point où elles se coupent : condition qui exige un re- 
broussement. Les constructions que nous avons données pour les tangentes des 
projections de la courbe ne peuvent pas être employées pour ce cas particulier. 

(i) Il est évident que le» triangles FIG, m,C,c sont semblables et semblablement placés; la 
ligne C,I passe donc par le point de concours des droites m, F, cG, centre commun de similitude. 

On pourrait également établir la construction exposée à l'article MO par des considérations de 
Géométrie plane, mais il faudrait s'appuyer sur un principe plus général que aelui des figures sem- 
blables. Nous n'insistons pas sur ces considérations, parce qu'elles sont peu dans l'esprit de la Géo- 
métrie descriptive. Il est d'ailleurs facile de voir qu'elles ne s'appliquent d'une manière directe qu'à 
la projection horirontale. 

I. la 
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833. Nous avons représenté sur h figure i -i- le volume retiré du cône en relief. 
Sur chaque projection, le périmètre se compose de trois droites et de trois aies de la 
courbe d'intersection (i). 

III e F.XKWnr. — IntfnretioH tir tUac tjtiitdrrs avant un plan tandem commun. [Planche XXXI 

'2.11. Notre troisième exemple présente un cas intermédiaire entre l'arrache- 
ment et la pénétration, celui où les deux surfaces ont un plan tancent commun. 

On propose de représenter un cylindre en relief ayant un trou de forme •ylin- 
drique. On donne les traces horizontales des surfaces et la direction des géné- 
ratrices. 

Par un point quelconque (g, g'), nous menons deux lignes [gf, gf , [ghtjg'tt 
respectivement parallèles aux génératrices des deux cylindres, et nous détermi- 
nons leurs traces horizontales/ et h. Toute droite parallèle it fh, telle que mil» . 
peut être considérée comme la trace d'un plan parallèle aux deux cylindres: h H 
génératrices du premier, qui ont leur trace en /■ et en m, rencontrent donc celles 
du second, qui percent le plan horizontal en b et en e: on obtient ainsi quatre 

points h, b ',. b„ iv, . t:, <:• , <:.,<:, , 

833. I.a tangente au point B,, B, est déterminée par la rencontre des tan- 
gentes des bases aux points r et b. Ce point de concours étant éloigné, nous pre- 
nons un plan horizontal plus élevé, celui dont la trace verticale est xy. Les géné- 
ratrices qui se rencontrent en B,. B', percent ce plan aux points r,, r\ et ib,, b\ ; 
les traces des plans tangents sur le nouveau plan horizontal sont les droites r,l, xy . 
b,l, r v , respectivement parallèles aux tangentes en b et en r. Leur point de ren- 
contre /. / appartient à la tangente, et permet de la construire. 

'25<>. Les traces des plans limites sont les «Imites nqp et de ; le premier louche le 
cylindre creux, et coupe celui qui est plein suivant deux génératrices respective- 
ment tangentes à la courbe en 'P, P" et en Q, Q ). La droite tte est tangente aux deux 
bases, et par suite le second plan limite touche les deux cylindres. Au lieu de con- 
tenir, comme l'autre, deux points d'intersection, il n'en a qu'un seul [D, I) qui 
est un point double. Les cylindres sont tangents au point D, : c'est la seconde 
lois que nous voyons l'intersection de deux surfaces tangentes présenter un meud 
au point de contact art. 200 . 

On ne peut pas déterminer par la méthode ordinaire les deux tangentes de la 



i ) La i;encratrire TB <|(ii forme le contour apparent de l'un des cônes sur le plan horizontal 
». 137) est tangente à la courbe en projection aux points B et H,. Si l'on tourne le corps de ma- 
nière «pie les points d\ l'intersection situés sur le contour apparent se rapprochent, il est évident «pie, 
'piaml ils se réuniront, la projection horizontale de la courbe aura sur la génératrice quatre points 
réunis en un seul, ou un contact du troisième ordre avec le contour apparent. 
Nous avons prescrite des considérations analogues à la note de l'article 198 
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courbe au point ( D, D' , mais on les obtienl d'une manière suffisamment exacte, en 
c onstruisant par points, sur de petites longueurs, deux ans de la ligne qui est le 
lieu des traies horizontales des tangentes de l'intersection. 

Il est facile de déterminer les traces 9 et - des droites qui touchent la courbe d'in- 
tersection aux points situés dans un plan auxiliaire dont la trace est une droite 
parallèle à ed et voisine de cette ligne. Quelques autres points déterminés comme 
ceux-ci permettent de tracer l'arc trrsur lequel les tangentes de l'arc : BC.,, B'C, ,i ont 
leurs traces. Celle de la tangente cherchée se trouve aussi sur ed; elle est donc au 
point 9. 

On obtiendrait la tangente à l'autre branche du point double, en déterminant 
la courbe lieu des points de rencontre des droites -/u et fit d'une part, /ît et ç>? de 
l'autre: mais comme les points seraient éloignés, il faudrait élever le plan hori- 
zontal comme nous l'avons fait à l'article 235 (1). 

Nous avons représenté sur une figure séparée le volume retiré du cylindre en 
relief. Sur chaque projection, le périmètre se compose de quatre droites et de 
quatre arcs de la courbe d'intersection. 

IV ëxxmplk. — Intersection de deux cônes. — Arrachement. — Deux braneliet infinies. 

{Planche XXXn.) 

237. La courbe d'intersection a quelquefois des branches infinies. Nous allons 
étudier cette question dans le cas de deux cônes; nous avons ponctué l'épure en 
supposant qu'ils forment un seul corps. 

J.a droite qui passe par les sommets perce le plan horizontal en un point K, d'où 
divergent les traces des plans auxiliaires. 

Les points de la courbe étant donnés par les rencontres des génératrices des deux 
surfaces, pour que l'un d'eux se trouve à l'infini, il faut que deux génératrices 
soient parallèles. Afin de reconnaître si cette circonstance se présente, nous trans- 
portons l'un des cônes, celui de droite, parallèlement à lui-même, en faisant glis- 
ser son sommet (S, S i sur la droite (ST. S'T'j, jusqu'à ce qu'il se confonde avec le 
sommet il, T) de l'autre cone. Les génératrices parallèles des deux surfaces se 
superposent, de sorte que chaque point de rencontre des traces, après la transla- 
tion, indique une couple de génératrices parallèles dans les cônes considérés. 

L'ne génératrice quelconque i Sm,, S'm'J est transportée parallèlement à elle— 
même dans le plan auxiliaire qui la contenait; elle perce successivement le plan 
horizontal en différents points de la droite /m, M,, et elle s'arrête à la position 
T.M,,T'M' I ;. Les rayons vecteurs KM, et Km, de deux points homologues des traces 
du cone avant et après sa translation sont dans le rapporrconslant de KT à KS. Ces 



(i) Nous verrons dans la lODK II une méthode directe pour construire le» (aDgentes au point don 
Me de la combe d'intersection de deux surface» <jui ont un plan tangent commun. 

ia. 



9 
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courbes sont donc semblables et semblablcment placées, ce que nous pouvions pré- 
voir 'art. 179); le point K est le centre commun de similitude; les points S et T 
sont homologues. On voit, d'après cela, que la nouvelle courbe M,J, est facile k 
construire. 

La trace du cône transporté rencontre eu deux points I, et J, la trace du cône fixe. 
Nous menons les lignes 1,K et J, K, et nous déterminons deux couples de généra- 
trices parallèles (SI, ST), (TI,, TT,) et(SJ.S'J'). (TJ„T'J' I ). 

Si l'on fait passer un plan par la ligne des sommets, et qu'on le fasse tourner autour 
de celte droite de manière que sa trace approche de la position Kl, l'occupe et la 
dépasse, deux des génératrices qu'il contient tendront au parallélisme, l'atteindront, 
et prendront ensuite une convergence en sens contraire de la première. Le point 
mobile par lequel on peut concevoir que la courbe est décrite, s'éloigne donc, 
passe k l'infini, et réparait sur les nappes opposées des cônes. 

La même circonstance se présente quand la trace du plan mobile arrive à la posi- 
tion KJ. Nous voyons aiusi que la courbe a deux branches infinies, autant qu'il 
y a de couples de génératrices parallèles. 

'258. Les asymptotes de la courbe sont déterminées, comme ses autres tan- 
gentes, par l'intersection des plans tangeuts aux deux surfaces. La trace horizontale 
de l'une des asymptotes est au point i, où se renconlreul les tangentes li et 1,/, tra- 
ces des plans tangents le long des génératrices parallèles ' SI, ST j et ! TI,, TT,); elle 
est d'ailleurs parallèle k ces génératrices, parce qu'elle les rejoint à l'infini. On peut 
donc tracer ses projections u, et iV. L'autre asymptote est obtenue de la 

même manière. 

Les cônes étant limités aux plans horizontaux Ff et x K', la courbe s'arrête aux 
points (X, X'), (fit p.'), (jj, ij') et (s, t"\. Nous l'avons tracée sur la projection hori- 
zonlale un peu au delà de ces points, mais avec une ponctuation différente. 

259. Les traces des plans limites sont Knp et Kehi la base de chaque cône est 
touchée par une de ces lignes, et coupée par l'autre. Il y a donc arrachement, et 
l'intersection se compose, non pas de deux courites compagnes, mais d'une seule 
courbe ayant deux points à l'infini, ce.qui ne détruit pas la continuité. Si l'on rap- 
porte sa projection horizontale k une origine fixe S. on pourra passer d'un point 
quelconque k un autre, en faisant varier le rayon vecteur et l'azimut d'une manière 
continue. 

S'il y avait pénétration, l'intersection se composerait de deux courbes formant 
un groupe géométrique, mais entièrement distinctes, et ne se rejoignant pas à l'in- 
fini. Il pourrait y avoir des branches infinies sur l'une de ce» lignes seulement ou 
sur les deux. 

*i M). La trace i d'une asymptote, étant le point de rencontre de deux tangentes 
aux bases, se trouve nécessairement eu dehors de ces courbes si ce sont des cer- 
cles, des ellipses ou d'autres lignes sans inflexion. Une asymptote est ainsi exté- 
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rieure aux cônes; cependant elle peut se trouver sur l'un d'eux : cela arrive quand 
les génératrices parallèles sont dans un plan limite. Si, par exemple, les généra- 
trices S» et'ip étaient parallèles, cette dernière serait asymptote de l'intersection. 
On le reconnaît par la construction : nous savons d'ailleurs que la courbe est tou- 
chée par les génératrices d'une surface situées dans les plans auxiliaires tangents à 
l'autre surface fart. 227). Quand le point d'intersection d'une de ces généra- 
trices est à l'infini, elle devient asymptote. 

2 H. Si la base du cône fixe et celle du cône transporte se touchaient en I,, 
les plans tangents le long des génératrices SI et TI, seraient parallèles, et l'asymp- 
tote disparaîtrait à l'infini. Ainsi tout point de rencontre des traces des cônes après 
la translation indique une branche infinie qui est hyperbolique ou parabolique, 
suivant que ces courbes se coupent ou se touchent. Dans ce dernier cas, il est 
facile de reconnaître que la convergence des génératrices dans les plans auxi- 
liaires est, en général, dans le même sens en deçà et au delà de la position qui 
correspond aux génératrices parallèles. Les deux bras d'une branche parabolique 
sont ainsi sur les mêmes nappes des deux cônes (i). 

242. Nous n'avons considéré que le cas où les traces horizontales des cônes smit 
des courbes fermées. Si elles ont des branches infinies, elles pourront se ren- 
contrer à l'infini : cela a lieu notamment, quand elles ont des asymptotes paral- 
lèles. On fera alors passer un plan par chaque asymptote et par le sommet du cône 
correspondant. Ces plans seront tangents aux surfaces le long des génératrices hori- 
zontales et parallèles. Leur intersection sera asymptote de la courbe suivant laquelle 
les cônes se coupent. 

Nous croyons ne pas devoir entrer dans plus de détails sur ce cas exceptionnel. 
On pourra lever les petites difficultés qu'il présente, en déterminant les traces des 
cônes sur un plan vertical convenablement choisi. 

V» Exemple. — Intersection d'un c6ne et d'un cy lindre. — Deux branches infinirt. 

(Planche XXXfU.) 

- ï •"► Dans le cas d'un cône et d'un cylindre, pour que la courbe d'intersection 
ait des branches infinies, il faut que l'une des génératrices du cône soit parallèle 
au cylindre. Cette condition est remplie pour les surfaces représentées sur la 
figure 1 3 1 , la génératrice ( SK, S'K') du cône étant exactement parallèle aux généra- 
trices du cYlindre. 



(1) Par une discussion géométrique très-simple, on reconnaît que pour que les deux bras d'une 
branche parabolique ne soient cas sur les mêmes nappes, il faut que le contact des traces des cônes 
après la translation s'élève au second ordre. 

On peut dire d'une manière plus générale, et sans rien spécifier sur la nature d'une branche 
infinie, que ses deux bras sont sur les mêmes nappes des cônes, quand les traces de ces surfaces, 
après la translation, ne se traversent pas au point commun. 
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Lne droite quelconque passant par le point K, telle que me, peut être prise pour 
trace d'un plan auxiliaire. Les génératrices du cylindre qui percent le plan hori- 
zontal en et en c rencontrent donc la génératrice du cône, qui a sa trace en m : 
un obtient ainsi les points i B, B' et > L, C ; de l'intersection. 

Si l'on l'ail tourner la ligne me autour du point K. on obtiendra une série de points 
qui se relieront à B, B et à L, t; de manière à former la courbe. Quand le point m 
sera devenu voisin de K. la génératrice S/n, S'w' , rencontrera le cylindre en un 
point trés-éloigne: enfui, lorsque la génératrice mobile sera confondue avec 
SK. S K , la trace du plan auxiliaire sera la tangente IJ: on voit que les géné- 
ratrices du cylindre qui passent par les points I et J rencontrent le cùne à l'infini. 

La génératrice Sk du cone est dans tous les plans auxiliaires; elle rejoint a l'in- 
fini toutes les génératrices du cylindre, mais celles qui ont leur trace en I et en J 
sont les seules qui ne rencontrent le cone qu'à l'infini, et dont les points à l'infini 
fassent transition entre des bras indéfinis «le la courbe situés sur les deux nappes 
de la surface. 

il suit de là que le nombre des branches infinies est égal à celui des points où la 
tangente de la trace du cone au point K rencontre la trace du cylindre. Sur la 
Jititin- i3», la tangente KT ne coupe pas la trace A, et la génératrice SK, S K , bien 
que parallèle au cy lindre, ne doit pas déterminer une branche infinie. On voit, en 
effet, que l'intersection ne s'étend que sur les génératrices qui rencontrent le plan 
horizontal aux différents points de l'arc cad compris entre les plans limites. 

!£Î4. Revenons a la figure i3i : les asymptotes sont les sections du plan tangent 
au cone le long de la génératrice SK. S' K' , par les plans tangents au cylindre le 
long des génératrices (II, I'!*) et (ij, J'J'j, c'est-à-dire que ce sont ces généra- 
trioea elles-mêmes. 

Au premier abord, ce résultat parait en opposition avec celui que nous avons 
obtenu dans le cas de deux cônes fart. 240), mais il y a en réalité une concor- 
dance parfaite, pan e que la droite IKJ coupe une base et touche l'autre, et que 
par suite les génératrices qui déterminent les points à l'infini de la courbe, sont 
■buis un plan qui a le caractère de plan limite. 

Si l'on projette l'intersection sur un plan perpendiculaire au cylindre, on aura la 
section droite de cette surface. Les génératrices asymptotes sont les projetantes des 
points situés à l'infini art. îî'21 >. t tri voit ainsi qu'une courbe tracée sur un cylindre 
dont la directrice est fermée, ne peut avoir une asymptote rectiligne qui ne soit pas 
une p néralricc de la surlace. 

'2 15. Le cas que nous venons de traiter n'est, à proprement parler, ni une péné- 
t ration ni un arrachement: il se rattache cependant à cette dernière disposition, 
car l'intersection est formée d'une seule courbe composé*' «le deux parties qui se 
rejoignent à l'infini. Elle passe par les points i ' /., X' , /x'j, (ij, r,') et 1 1, «';, où 
les bases supérieure et inférieure des surfaces se rencontrent. Nous l'avons pro- 
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longée sur le plan horizontal au delà de ces points, niais avec une ponctuation dil- 
fé renie. 

2t(». Nous avons construit les tangentes aux points B, B', et (C, C}. Pour ce 
dernier, nous avons employé la méthode expliquée à l'article '2,'Hi. Les tangentes 
c(j et /«F, se rencontrant en dehors du cadre de l'épure, nous les avons arrêtées 
à une droite FKC, que nous considérons comme la trace d'un plan passant par le 
sommet du cône, et parallèle au cylindre ; ses intersections avec les plans tangents 
ii ces surfaces sont la droite FS, F' S' qui passe par le sommet du cime, et la droite 
GV, G'V) parallèle au cylindre : leur point de rencontre V, V i appartient à la 
tangente. 

VI' Exemple. — Intersection île deux cône*. — Pénétration. — Deux branches infinies, et sur MM 
des p> ans de projection deu.r parties parasites. [Planche XXXI II l.) 

'2i7. La droite DSTK, parallèle à la ligne de terre, est un axe des deux courbes 
GJFJ, et \iqYq,, traces horizontales des cônes. Les sommets sont dans le plan 
vertical, dont cette droite est la trace. 

Nous déterminons d'abord le point K, d'où doivent diverger les traces des plans 
auxiliaires. Nous transportons ensuite le premier cône parallèlement k lui-même, de 
manière que son sommet S, S' coïncide avec le sommet T, T' du second art. îi.">7 . 
Sa nouvelle trace ge est semhlahle à l'ancienne; elle rencontre la trace du cone reste 
fixe en deux points I et I,, symétriquement placés par rapport à la droite DK : nous 
trouvons ainsi deux couples de génératrices parallèles Tl, SJ et Tl , , SJ,, et par 
suite deux asymptotes >$ti, wi,. Les génératrices qui ont pour projections horizon- 
tales les lignes Tl et Tl, sont représentées sur le plan vertical par une seule droite T' I'. 
Les génératrices correspondantes du second cone ont également une projection ver- 
ticale commune S J'. Enfin une seule asymptote if est la projection des deux 
asymptotes de l'intersection. 

Sur le plan vertical nous avons indiqué les deux nappes des cônes, mais sur le 
plan horizontal la ponctuation a été établie, dans la supposition que ces corps étaient 
limités à leur sommet. 

'liS. Les deux cônes formant un système symétrique par rapport au plan ver- 
tical dont la trace est DK. on peut obtenir la projection verticale complète en ne 
considérant que l'une des deux moitiés de ce système, par exemple, celle qui est en 
avant du plan vertical DK. La courbe dans l'espace se trouve ainsi limitée à ce plan, 
••t les points où elle le coupe sont des arrêts pour sa projection. Ces points a, fi , y' 
et <f sont ceux où se rencontrent les génératrices qui forment le contour apparent 
des surfaces. 

Si les traces des concs sont des courbes géométriques, la projection de l'inter- 
section sera également une courbe géométrique, et les points d'arrêt limiteront 
seulement ses parties utiles. 
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2iîL Quand deux surfaces du second degré ont un plan principal commun, la pro- 
jection de leur intersection sur ce plan est unie section conique. 

Dans le problème qui nous occupe, les traces horizontales des cônes sont un cercle 
et une ellipse, et par suite ces surfaces sont du second degré : le plan vertical de 
projection est d'ailleurs parallèle au plan principal KD: en conséquence, el d'après 
le théorème que nous venons de rappeler, la projection verticale de l'intersection 
est une section conique. Nous avons trouvé qu'elle avait une asymptote, c'est donc 
une hyperbole dont la seconde branche infinie est parasite. 

Lorsqu'une hyperbole est coupée par une droite, les segments interceptés entre 
la courbe et ses asymptotes sont égaux. D'après cela, si nous prenons les lon- 
gueurs y' a" et y'l3", respectivement égales a •{ a' et y" /S', nous aurons deux points 
a" et jS" de la seconde asymptote. 

La courbe a deux parties parasites qui s'étendent l'une de -/ à &, et l'autre de 
JS' à a', en passant par l'infini. Nous les avons indiquées par un trait composé d'élé- 
ments de ligues séparés par deux points. On peut les construire d'après les pro- 
priétés spéciales de l'hyperbole. 

2.'»0. Nous ne croyons pas nécessaire de revenir sur la détermination par points 
des projections de l'intersection. Les traces Km, Km, des plans limites touchent 
la base du premier cône, et coupent celle du second; il y a donc pénétration. 
L'une des courbes compagnes est la ligne fermée ( aQ-/Q,, ce'Q'y';.; l'autre a deux 
branches infinies. 

Les génératrices limites ont leurs traces horizontales aux points />, q,p, et q,. 

Observations générales. 

2M. Nous avons étudié la question de l'intersection des cônes et des cylindres 
dans lous les cas réellement différents sous le rapport graphique, sauf celui 
OÙ une asymptote serait perpendiculaire à l'un des plans de projection, mais 
les détails que nous avons donnés à l'article 221 lèvent les difficultés que cette 
circonstance pourrait présenter. L'épure, du reste, est intéressante : c'est un 
exercice que nous recommandons. 

On se propose quelquefois de déterminer le point le plus bas et le point le plus 
haut de l'intersection, c'est-à-dire ceux auxquels la tangente est horizontale. Il faut 
pour cela chercher un plan sécant auxiliaire qui coupe les traces horizontales des 
surfaces en deux points où les tangentes soient parallèles. Ou y parvient après un 
court tâtonnement, que l'on peut régulariser par une courbe d'erreur, dans le genre 
de celle que nous avons construite pour trouver les points de la section plane d'une 
surface de révolution, où la tangente est perpendiculaire à la ligne de terre (art. 19U). * 
En général, on emploie une courbe d'erreur pour les problèmes que l'on ne sait 
pas résoudre directement, mais dont on pourrait vérifier la solution si elle était 
connue. 
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Nous n'avons pas donné de règle pour distinguer sur rhaquc projection de l'in- 
tersection, les parties vues de celles qui sont cachées; il ne serait peut-être pas 
facile d'en avoir une qui lut. applicable dans tous les cas, et d'ailleurs elle aurait 
peu d'utilité, car dans les exercices graphiques, ou doit toujours se rendre un compte 
exact des formes des objets représentés. Kn montrant, comme nous l'avons Jait sur 
les Planches XXIII, XXIV&XXV, une même intersection dans des hypothèses diffé- 
rentes sur la nature des cônes et des cylindres, nous avons donné des exemples qui 
indiquent comment ces questions doivent être analysées. 

Si l'on a besoin de connaître les transformées de la courbe d'intersection, dans le 
développement des deux surfaces, on opérera comme il est expliqué aux articles 158 
et suivants pour le cylindre, et à l'article 17S pour le cône. 

Les données ne sont pas toujours disposées comme nous l'avons supposé. Dans 
quelques épures de stéréotomie, on détermine l'intersection de deux cylindres hori- 
zontaux dont on a les sections droites rabattues sur le plan horizontal. La marche 
à suivre consiste, dans tous les cas, à couper les surfaces suivant des droites, par 
des plans convenablement disposés. Les petites modifications qu'il faut apporter 
quelquefois aux tracés ne méritent pas de nous occuper actuellement. 

252. On peut assez souvent simplifier les constructions en s'appuyant sur les 
propriétés spéciales des cônes et des cylindres que l'on considère. C'est ainsi que 
nous avons appliqué à l'article 2ii) un théorème relatif aux surfaces du second 
degré qui ont un plan principal commun. ' 

Voici, sur les mêmes surfaces, cinq autres théorèmes qui sont quelquefois 
utiles pour les tracés. 

i°. Quand deux surfaces du second degré ont une courbe plane commune, elles 
se coupent suivant une seconde courbe plane, qui peut se confondre avec la première, 
et alors les surfaces sont tangentes l'une à l'autre en tous ses points, et qui peut aussi 
dét enir imaginaire. 

2 0 . Quand deux surfaces du second degré sont tangentes l'une à l'autre en deux 
points non situés sur une génératrice recliligne commune, leur intersection est le sys- 
tème de deux courbes planes qui se croisent aux points de contact. Ces deux lignes 
d'intersection peuvent se confondre en une seule ligne de contact. 

Quelquefois les surfaces n'ont en commun que les deux points de tangence. ■ 

11 résulte de ce théorème que quand deux surfaces du second degré se touchent le 
long d'une courbe, celte ligne est nécessairement plane. On dit alors que l'une des 
surfaces est inscrite, et l'autre circonscrite. 

3°. Quand deux surfaces du second degré sont circonscrites à une même troi- 
sième surface de ce degré, leur intersection ' s'il y en a une) est le système de deux 
courbes planes, dont les plans se coupent suivant la mCme droite que les plans des courbes 
de contact. Quelquefois les surfaces sont simplement tangentes en deux points. 

4°. Quand deux surfaces developpables du second degré (cônes ou cylindres) sont 
I. i3 
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tangentes l'une à l'autre le long d'une génératrice rectiligne, elles se coupent suivant 
une courf>c plane. Il est d'ailleurs évident que quand les surfaces en question sont deu.r 
cônes ayant nu me sommet, ou deux cylindres, la section {s'il y en a une ) est le sys- 
tème de deux droites situées dans un plan. 

i". JJeux surfaces du second degré semblables et semhlablement placées, ne peu- 
vent se couper que suivant une courbe plane (i). 

Intersection d'une surface de révolution et d'un <ylindre. { Planche XXXIX.) 

*233. La trace horizontale du cylindre est la courbe GG,; la droite (Or,, 0\r\ , 
fait connaître la direction de ses génératrices. La surface de révolution est donnée 
par son axe, qui est vertical, et par sa méridienne principale. Nous avons ponctue la 
ligure en supposant que le cylindre était enlevé. 

Un plan horizontal C'E'O'j coupe la surface de révolution suivant deux parallèles 
dont il est facile d'obtenir les projections horizontales, et le cylindre suivant une 
courbe identique a la directrice GG, : nous pourrions tracer cette courbe sur le plan 
horizontal, et déterminer son intersection avec les parallèles; mais la construc- 
tion serait minutieuse, et ne donnerait quelque exactitude que si elle était faite 
avec beaucoup de soin. Il vaut mieux opérer sur la directrice GG, elle-même, en 
reportant les parallèles dans la position convenable. 

2.'il. Nous amenons le plan CE O', sur le plan horizontal en faisant mouvoir 
tous ses points sur des droites parallèles aux génératrices du cylindre. La section 
faite dans cette surface vient se placer sur la trace GG, ; le centre (0, (i\ ) des paral- 
lèles C'O', cl E'O'j, suit la ligne (Or,, 0.,r',j, et se place en r t : si de ce point 
comme centre, et avec un rayon égal à 0',C, nous traçons un arc de cercle, les 
points m etn, où il rencontre la trace GG,. appartiendront à l'intersection; il n'y 
aura plus qu'à les reporter en (2, 3') et en (i4, «4')« sur ' e parallèle considéré, par 
des génératrices du cylindre. 

Les lignes m: 2 et n. 14 sont égales à r,0, longueur de la projection horizontale 
de la partie d'une génératrice du cylindre comprise entre le plan horizontal de pro- 
jection et le plan auxiliaire. On peut donc obtenir les points 2 et 14 avec exacti- 
tude, et sans tracer le parallèle sur la projection horizontale, en portant la lon- 
gueur r,0, à partir des points m et n sur des droites parallèles à r, 0. Les points 2 
et 14 sont ensuite relevés sur le plan vertical, en 2' et i4'. 

On obtient les points de l'intersection situés sur le deuxième parallèle contenu 



(1) On peut voir pour le» premiers théorèmes les démonstrations de M. Chaslcs {Correspondante 
tur l'École Polytechnique ; t. III, p. 3a8 et suivante»), ou celles de M. Poncelet ( Traité tics PnffUUt • 
(•mjectM-s; arl. G 00, OUI et OOS). Pour le cinquième on remarquera que, d'après la supposition faite 
sur les surfaces, les termes du second degré ont dans les équations des coefficients proportionnels, et 
peuvent par suite être élimines tous ensemble. 
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<lans le plan auxiliaire, en traçant un cercle du point r, comme centre, et avec un 
rayon égal à 0' 2 E'. Cette construction n'est pas indiquée sur la figure. 

255. Nous déterminons la tangente au point (i/j, i4'), en construisant, sur le 
plan horizontal T'L', les traces des plans tangents à la surface de révolution et au 
cylindre. Si nous supposons que la tangente CTdu méridien principal soit entrainéc 
dans le mouvement de révolution, sa trace T décrira un arc de cercle autour du 
[)ûintO, et sera en / sur la droiteO.14 quand le point (C, C) se trouvera en (i4-i4'j- 
La trace du plan tangent à la surface de révolution est la droite tL perpendiculaire 
à 0/. La trace du plan tangent au cylindre passe par le point g, ramené de g, et est 
parallèle à la tangente de la trace GC, au point n. 

Intersection d'une surface de rés olution et d'un cône. [Planche XL.) 

25(>. Quand la surface de révolution est coupée par un cône, on projette sur 
le plan horizontal les sections horizontales auxiliaires des deux surfaces, non plus 
par des obliques parallèles, mais par des droites qui divergent du sommet du cône. 
Les sections du cône sont projetées sur sa trace, et celles de la surface sur des cer- 
cles dont on détermine facilement le centre et le rayon. 

Le point (S, S ) est le sommet du cône, et la courbe GG, sa trace horizontale. 

Considérons le plan horizontal B'O' : les traces K et R des droites (SO, S'O') et 
(SB, S'B'j, qui venant du sommet (S, S'), passent l'une parle centre et l'autre par 
UD point quelconque du parallèle, sont le centre et l'un des points de la projection 
conique de ce cercle (art. 185 note). Le parallèle ainsi ramené sur le plan horizon- 
tal, rencontre en n et en m la trace GG, : il n'y a plus qu'à reporter ces points dans 
leur véritable position par les génératrices (Sn, SV) et (S/w, S'w'j; on trouve les 
points (9, 9') et (3, 3'), qui appartiennent à l'intersection. 

Nous avons ponctué la tigure en supposant que le cône était enlevé. 

La construction de la tangente ne présente aucune difficulté. 

Le point le plus haut, le point le plus bas et ceux qui sont sur les contours appa- 
rents du cône, sont obtenus par l'ensemble du tracé de la courbe résultant de la 
détermination d'un grand nombre de points. Si l'on veut opérer avec beaucoup 
d'exactitude, on construira des courbes d'erreur. 

Intersection de deux surfaces de résolution dont les axes se rencontrent. (Planche XLI.) 

257 Nos plans de projection sont, l'un parallèle aux deux axes, l'autre per- 
pendiculaire à l'une de ces droites : ce dernier est considéré comme horizontal. 

Les axes se coupent au point ( 0, 0'). Les lignes G'B'R'E' et /'G'E'H' sont les 
méridiennes principales des deux surfaces : les axes sont (0, l\'<y) et (OFJ, O'H'). 

Deux surfaces de révolution qui ont le même axe se coupent suivant un ou plu- 
sieurs cercles situés dans des plans perpendiculaires à l'axe. Donc si nous preuons 

i3. 
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pour surfin es auxiliaires des sphères ilont le point | 0. O' ) soit le centre, leurs inter- 
sections avec les surfaces fie révolution formeront deux séries de cercles qui se pro- 
jetteront sur le plan vertical suivant des droites respectivement perpendiculaires 
aux deux axes. 

L'n arc de cercle B7/ N" décrit du point O' comme centre avec un rayon arbi- 
traire peut être considéré comme faisant partie, sur le plan méridien principal, de 
la trace d'une sphère qui a son centre au point 0, 0' , et qui coupe les deux sur- 
faces considérées, suivant des cercles projetés sur les droites B IT cl h' fi' respective- 
ment perpendiculaires à O'R' et O H'. Le point M', où ces deux lignes se coupent, 
appartient donc à la projection verticale do l'intersection cherchée. On en déduit 
facilement sur le plan horizontal les points correspondants M et M, de la projection 
de la courbe art. 189). 

En traçant différents arcs convenablement espacés, on obtiendra autant de points 
qu'il sera nécessaire pour bien déterminer l'intersection. On devra chercher ceux qui 
appartiennent au parallèle C'C, contour apparent, sur le plan horizontal, de la sur- 
face dont l'axe est vertical. 

La méthode que nous venons d'exposer est, au fond, la même que celle que nous 
avons employée pour déterminer l'intersection des cônes et des cylindres, mais 
les surfaces auxiliaires sont des sphères et non des plans. On remarquera encore 
que la facilité des constructions exige que les données soient disposées d'une 
manière spéciale. 

2.'»8. La courbe dans l'espace est symétrique par rapport au plan vertical J II : 
elle le rencontre normalement aux points : E, E' , et G, G' ). Par suite, la partie utile 
de sa projection verticale s'arrête brusquement aux points E' et G', et des parties 
parasites la prolongent art. 220 et 218 i. 

Si un cercle auxiliaire coupe les méridiennes en des points D' et J' situés en deçà 
de G', la construction fera trouver un point N extérieur à la circonférence, et situe 
par conséquent sur les prolongements des cordes. Aucun point ne lui correspond 
sur la projection horizontale : il appartient à la partie parasite. On peut en général 
prolonger ainsi la courbe G'E' au delà des extrémités de l'arc utile. 

Le rayon du plus petit cercle qui rencontre les méridiennes est 07'; celui du 
plus grand O R'. Les points P' et Q' qui leur correspondent sont les derniers que 
uous puissions obtenir par la méthode générale qui fait connaître la partie utile 
de la projection verticale de l'intersection. L'arc parasite s'étend au delà, si les 
méridiennes sont des courbes géométriques; mais on ne peut le tracer qu'autant 
que l'on tonnait la loi de laur génération i). 



(i) En prenant pour méridiennes de» courbes du second degré, M. Puncclet a montre qu'on pouvait 
déterminer de* points au delà des extrémités V et Q', en construisant des sécantes idéale» communes 
aux cercles auxiliaires et aux méridiennes ( Traité ,les Propriétés pmjectivet; art 00 et 61 
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Sur notre épure, les méridiennes sont des ellipses, elle plan vertical SU peut élit? 
considéré comme principal par rapporta chacune des deux surfaces. L'are P'Q 
appartient donc à une courbe du second degré ;'art.2i9,, mais on compliquerait inu- 
tilement la question si l'on voulait avoir égard a cette circonstance pour son trace i 

2j0. La tangente en un point quelconque M, M ) est l'intersection des plans 
tangents aux deux surfaces. 

Si nous supposons que la tangente B'S' du méridien principal au point B' soit 
eqlrainée dans le mouvement de révolution autour de l'axe, la trace S décrira un 
arc de cercle autour du point 0, et sera en S, sur la ligne OM quand le point (H, B" » 
se trouvera en (M, M' . La trace du plan tangent à la première surface de révolu- 
tion est la ligne S, 1, perpendiculaire à OS,. 

Nous ne pouvons pas employer cette construction pour le plan tangent à la 
seconde surface, vu la position inclinée de l'axe: mais on arrive presque aussi faci- 
lement au résultat en déterminant la normale et lui menant un plan perpendicu- 
laire. 

I l) I.a courbe est une hyperbole, parce que le» deux ellipsoïdes sont allongé*.; elle serait égale- 
ment une hyperbole, si les ellipsoïdes étaient tous les deux aplatis. On trouve une ellipse quand l'une 
de ces surfaces est allongée et l'autre aplatie, une parabole lorsque l'une d'elles est une sphère, et 
une droite dans le cas de deux sphères. Quand les axes sont parallèles, la courbe est une parahole, et 
une ligne droite si de plus les ellipses méridiennes sont semblables. 

Du centre des sphères auxiliaires on peut abaisser sur chaque méridienne deux normales (réelles ou 
imaginaires], en outre de celles qui sont confondues avec l'axe de révolution. Quand ces normales 
sont de même longueur pour les deux courbes, l'hyperbole se change en deux droites, ou l'ellipse eu 
un point. On voit, en effet, qu'une même sphère est alors circonscrite aux deux ellipsoïdes (art. Ï32, 
3°). Celte sphère peut avoir un contact idéal avec une des surfaces, ou avec les deux ; elle peut aussi 
devenir imaginaire. 

M. Catalan a démontré que quand chacune des ellipses méridienne-, a un de ses foyers au point de 
rencontre des axes, l'intersection est le système de deux droites. La règle générale que nous venons 
de donner est satisfaite dans ce cas, car les normales imaginaires abaissées de l'un des loyers d'une 
section conique sur la courbe ont une longueur nulle, et par suite ces lignes sont égale» dans les deux 
ellipses. La sphère circonscrite est alors réduite a un point. 

En exprimant analytiquement la condition que nous avons donnée, on la dégage de la considéra- 
tion de normale» qui peuvent être imaginaires. Celte condition est indépendante de l'angle des axes, 
comme celles qui déterminent la nature de la courbe. 

Si l'un des ellipsoïdes glisse sur son axe, la projection verticale de l'intersection se transporte eu 
restant semblable à elle-même, et scmblablement placée, et son rentre décrit une ligne droite. Nous 
ferons enfin remarquer que la courbe passe par les points d'intersection des méridiennes, et qu'elles 
par conséquent avec ces lignes les relations qui existent entre les sections coni pies qui ont quatre 
points communs (M. Lamé : Examen des Afférentes méthodes..., p. 3.j ; M. Poncelel : Prop. projeet., 
p. ai6). Si l'on veut déterminer ses axes, on pourra employer les méthodes générales données |>ar 
M. Poncelet {Prop. prqjeet., art. 544 et suiv., 594 et suiv. ). 

Ces diverses considérations ont peu d'importance pour les traces, mais nous avons cru devoir don 
ncr quelques indications sur une question intéressante à plusieurs points de vue. 
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La normal»- à la méridienne en V rencontre l'axe au point k , que nous ramenons 
horizontalement en k. Le point {k,k' ) est le sommet du cône formé par les nor- 
males à la surface, le long du parallèle donl le centre est en fi' i art. 180). La droite 
(£M< X'M'i est donc normale au point (M, M';. 

.Nous laisons maintenant passer par ce point une droite parallèle à la trace verti- 
cale du plan tangent cherché art. il;; ses projections sont les lignes Mi et M7 , 
Tune parallèle à la ligne de terre, et l'autre perpendiculaire à M' k' : elle perce le 
plan horizontal en t. La trace du plan tangent passe par ce point et est perpen- 
diculaire à MA. Le point I, où se rencontrent les traces des plans tangents, appar- 
tient à la tangente, qui est ainsi (MI, MT). 

2(50. La courbe EC ayant été déterminée par des constructions faites unique- 
ment sur le plan vertical, la tangente MT doit pouvoir être obtenue sans l'interven- 
tion des projections horizontales. 

La tangente de l'intersection au point quelconque (M, M') est perpendiculaire à 
la normale de chacune des surfaces, et par suite au plan de ces deux droites : la pro- 
jection de la tangente est donc perpendiculaire à la trace de ce plan. Les sommets 
des cônes formés par les normales le long des parallèles B'B' et b' sont aux 
points K'ct if, et par conséquent la droite K'k' est la trace du plan des normales sur 
le plan méridien principal. On obtient la projection verticale de la tangente, en 
menant du point M une perpendiculaire M 1' à K'*'. 

Cette construction peut être appliquée aux points extrêmes E' et G', et même à 
ceux qui sont situés sur les arcs parasites G'P* cl E'Q'. Ainsi les normales des méri- 
diennes aux points D' et d rencontrant les axesen V'et v\ la tangente de la courbe 
en N' est perpendiculaire à VV. 

La tangente Ml peut être déterminée par la condition d'être perpendiculaire à la 
trace horizontale du plan des normales. Comme cette droite serait éloignée, nous 
allons opérer sur un plan horizontal convenablement élevé, celui donl la trace ver- 
ticale est .ry. Ce plan est rencontré au point iu, u') par la normale (Mk, M'A'), et 
en {k,, k\) par la droite {Ok, ItL'k'), qui passe par les points où les normales cou- 
pent les axes. La trace du plan des normales est donc «X-, ; la tangente MI est per- 
pendiculaire a celle droite. 

Pour déterminer la droite uk, nous ne nous sommes pas sen t de la trace horizon- 
tale de la normale à la première surface, parce que ce point ne serait pas obtenu 
avec précision. 

201. Si l'on veut avoir l'intersection de deux surfaces de révolution dont les 
axes ne se rencontrent pas. on prendra l'un des plans coordonnés parallèle aux 
axes, et l'autre perpendiculaire à l'un d'eux, puis on fera des sections par une série 
de plans parallèles à celui-ci On obtiendra dans l'une des surfaces des cercles, et 
dans l'autre des courbes que l'on construira par points (art. 102). L'opération est 
minutieuse, mais elle ne présente aucune difficulté. 
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LITRE TROISIÈME. 

PROJECTIONS COTÉES. 



CHAPITRE PREMIER. 

QUESTIONS RELATIVES A LA LIGNE DROITE ET AU PLAN. 



Définitions. — Problèmes élémentaires. 

'Hi'I. Dans les arts graphiques qui se rattachent à la topographie, on emploie uu 
seul plan de projection, toujours horizontal, et l'on indique par des nombres ou 
cotes la longueur des projetantes ou ordonnées dps dilTérents points représentés. 

Le plan de comparaison à partir duquel on mesure les ordonnées est pris quelque- 
fois au-dessus des ohjets et quelquefois au-dessous d'eux. Lorsque des points sont 
au delà du plan de comparaison, on regarde leurs ordonnées comme négatives. 

Les ordonnées sont appelées altitudes lorsqu'elles indiquent la hauteur des diffé- 
rents points au-dessus d'un plan situé au niveau de la surface d'équilibre des eaux 
de la mer, supposée prolongée dans l'intérieur des terres. 

Quand les objets sont représentés par leurs projections sur deux plans coordon- 
nés, il n'est nécessaire de recourir à l'échelle du dessin que pour établir les données 
et relever les résultats; mais dans les projections cotées il faut combiner a chaque 
instant des abscisses linéaires avec des ordonnées numériques, et par suite l'échelle 
est d'un usage continuel. 

Une droite est déterminée quand on connaît sa projection et les cotes de deux de 
ses points. Si elle existe réellement, on est dans l'usage de la graduer, c'est-'a-dire 
d'indiquer ceux de ses points dont les cotes sont entières. 

On appelle intenalle la distance horizontale qui sépare deux points dont les cotes 
différent de i mètre. 

203. Graduer une droite qui passe par deux points donnés, et placer sur eUe un 
point <Tune cote donnée. 

Des points sont donnés quand on connaît leurs projections a et b {Jig. i3<)) et 
leurs cotes 17™, 6a et ai", 45. Le point a est plus ou moins élevé que le point b. 
suivant que le plan de comparaison est supérieur ou inférieur. On opère de la 
même manière dans le deux cas. 
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Nous mesurons à 1 échelle la distance horizontale ab, et nous trouvons qu elle est 
de 6 m , Sri. D'après cela, en appelant i l'intervalle, nous avons 

.Nous obtenons le point ai en prenant une longueur o m , 77 à partir de b; nous pour- 
rions porter ensuite plusieurs fois l'intervalle i™, 71 ; mais les erreurs s'accumule- 
raient, et il est préférable de déterminer un point de division vers l'extrémité de la 
partie utile de la droite, par exemple celui qui est à la cote i6 m ; sa distance au 
point a i est de 5 intervalles ou 8 B, ,f>(î. On porte- celte longueur à partir du point ai , 
et la divisant en cinq parties égales, on obtient les projections des points qui sont 
aux cotes 17, 18, 19 et ao. 

Supposons maintenant que la cote donnée pour le point qu'on veut placer soit 
i«) œ , 7a; nous trouverons sa position c en portant au delà du point 19 une lon- 
gueur égale à i"', 71 x 0,7a ou i m , -.'i. 

Si l'on avait demandé la cote du point de la droite qui se projette en c, on eût 
mesuré sa distance i™, a3 au point 19, et l'intervalle i"',7i ; le nombre cherché 
1" a3 

aurait été 19"' -+ - *_ ( ou 19"'. 7a. 

î£(>i. On peut opérer d'une autre manière. Si nous faisons tourner le plan pro- 
jetant de la droite autour de sa trac e sur le plan horizontal qui est à la cote 17,6a 
du point donné a, le point projeté en b se placera en B sur une perpendiculaire à ab, 
cl à une dislance égale k ai 10 , 45 — i7 m , 6a ou 3 1 *, 83. En portant sur la ligne 6B, 
à partir de b, une longueur égale à 1 8'° — i7 m .6a ou o m ,38, puis des longueurs 
successives d'un mètre, on pourra obtenir sur ail les rabattements des points de 
division, et ensuite leurs projections sur ab. 

Pour avoir le point dont la cote est i9"\72. on prendra sur bu une longueur 
égale à 19'", 7a — i7 ra ,6a. S'il faut au contraire trouver la cote du point qui se 
projette en c, on élèvera la perpendiculaire cC, et l'on ajoutera sa longueur à 
17"", 6a. 

*2(».'i. Il y a ainsi deux procédés pour combiner des cotes avec des grandeurs 
linéaires: on peut réduire les longueurs horizontales en nombres et opérer arithmé- 
tiquement, ou bien rétablir dans des rabattements les ordonnées représentées par 
des cotes, et faire des constructions. Le procédé arithmétique est plus dans l'esprit 
de la méthode, et on l'emploie souvent; l'antre cependant est quelquefois préféré: 
ainsi il serait plus simple, pour avoir la distance des points a et b, de construire le 
triangle ab\\ et de mesurer l'hypoténuse, que de faire les carrés de la différence 
des cotes et du nombre qui exprime la longueur de la projection, et de prendre 
la racine carrée de la somme. 

2G0. La pente d'une droite est la tangente de son inclinaison sur le plan de 
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projection; son produit par l'intervalle est égal à l'unité, ce qu'on exprime en 
disant que la pente et l'intervalle sont réciproques. 

Graduer une droite dont on connaît la projection ah, la pente 0,70 et l'un des 
points a [fig. ^o). 

Désignant toujours l'intervalle par la lettre i, nous avons 

1 = Z^jZ - 1 " °' 6 ? * = ° m » 9 e - 

Nous mettons la cote i5 à un point situé à 0,96 du point a dont h cote est 15,67, 
et nous graduons la ligne sans difficulté. 11 y aura deux solutions, si la nature du 
problème n'indique pas de quel coté les cotes doivent aller en augmentant. 

267. Par un point donné A faire passer une droite parallèle à une droite don- 
née BC {fig. 141). 

La projection AI) de la droite cherchée doit être parallèle à BC. La grandeur de 
l'intervalle est la même sur les deux lignes. Le point dont la cote est 1 5 se trouve 
à une distance horizontale de A égale aux 34 centièmes rie l'intervalle. 

2«H. Reconnaître si deux droites A et B {Jig. 1^2) se coupent, et dans ce cas 
déterminer la cote de leur point commun. 

Les horizontales qui rencontrent A et B seront parallèles, si ces droites sont dans 
un même plan, et non parallèles dans le cas contraire; la même différence se pro- 
duira en projection. Les sécantes qui correspondent aux cotes 16, 17 et 18 étant 
parallèles, nous en concluons que les droites se coupent. 

Aux cotes 18 cl 16, les longueurs des sécantes sont respectivement de 8 m , l\u 
et 6™, 04. La diminution de longueur de la sécante horizontale, qui est de a™, 36, 
correspond à une différence de hauteur de a 1 "; pour réduire la sécante de 8 m ,4o, 

il faudra une hauteur égale à — ~ m " uu 7 m » Ia - La cotc Ju point commun est 

donc 1 8 m — 7 m , 1 2 ou \o w , 88. 

Si le point de rencontre des projections A et B avait été dans le cadre de l'épure, 
on eût pu calculer la cote du point correspondant de chaque droite (art. 2K5), et 
voir si l'on obtenait le même nombre ; mais ce procédé est moins exact. 

Pour avoir le point d'intersection de deux droites situées dans un même plan 
vertical, on rabat ce plan en le faisant tourner autour d'une de ses horizontales 
{fig. i45). On peut aussi employer la méthode arithmétique. 

26ÎL On représente un plan qui existe réellement par ses horizontales à cotes 
entières limitées à son- périmètre. Pour un plan de construction, on se contente 
généralement de son échelle de pente : c'est une de ses lignes de plus grande pente 
. graduée. 

Toute droite située dans un plan, et perpendiculaire à ses horizontales, peut être 
prise pour son échelle de pente. On l'indique alors par un double trait P [fig. i43). 
I. i4 
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On pourrait dans les procédés ordinaires, lorsque l'on emploie deux plans de pro- 
jection, définir un plan par sa ligne de plus grande pente; il serait toujours facile 
d'avoir ses traces. La ligne de plus grande pente d'un plan joue d'ailleurs souvent 
un rôle fort important dans les épures, connue on peut le remarquer sur les figures 
<)5, 11a, 1 1/| et 1 16. 

270. Trouver la cote d'un point dont on connaît la projection A, et qui est sur un 
plan donne ? {fig. i43). 

NousmenonsparlepointAune horizontale du plan: cette ligne AB est perpendicu- 
laire à l'échelle de pente P. Nous déterminons ensuite la cote 5a m , 33 du point B de 
la droite P. 

271 . Faire passer un plan par trois points A, B, C l 'fig. i44). 

Nous joignons par une droite BC deux des points donnes, nous graduons cette 
ligne, et nous déterminons sur elle le point D, qui est a la cote il\ m , 78 du point A. 
Nous traçons l'horizontale AD du plan et ensuite l'échelle de pente qui lui est per- 
pendiculaire. Il n'y a plus qu'à ramener sur cette ligne les points de division de BC 
par des parallèles à AD. 

272. Construire un plan passant par deux points donnes A et B {fig. 146), et 
ayant une pente donnée 1 , a5. 

Concevons un cône de révolution dont le sommet soit au point A, dont les géné- 
ratrices aient la pente donnée, et dont la base repose sur le plan horizontal du 

point B. Il est facile de tracer cette base : son rayon est ' 5 " , ^ 3 | ~ 5 ' a "' a7 ou 2*, 53. 

Le plan cherché doit être tangent au cône (art. I2."> ,i. Sa trace sur le plan horizontal • 
du point B sera donc la droite BT; en lui menant une perpendiculaire P, nous obte- 
nons l'échelle de pente. Enfin nous graduons la droite AB, et nous rapportons ses 
points de division sur P. 

En menant du poiut B une autre tangente au cercle, on obtiendra un second plan 
qui satisfera également à la question, si le sens dans lequel l'angle doit être mesure 
n'est pas déterminé. 

Le sommet du eûne est au-dessus ou au-dessous de sa base, suivant que le plan 
de comparaison est supérieur ou inférieur. 

273. Par un point A donné sur un planP IJig- 1 4^ ] • tracer dans ce plan une 
droite d'une pente donnée o , 44 . 

La distance horizontale du point A à celui des points de la droite cherchée qui 

se trouve à la cote 55 est 55m ~ 5 ^"' 33 ou 6™, 07. La projection de ce point est 

donc sur un arc de cercle décrit du point A comme centre, avec un rayon de 
G m .o~; eomme d'ailleurs il doit être sur l'horizontale du 55 plan, nous obtenons 
sa position par recoupement. Nous pouvons ensuite tracer la droite. On trouve 
deux solutions; il pourrait ne pas y en avoir. 
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274. Construire l'intersection de deux plans P et Q. 

Les horizontales de même cote se rencontrent dans l'espace, et donnent des 
points de la droite d'intersection A {fig. 1^7). 

Sur \z figure 148, les points de rencontre des horizontales des plans P et Q étant 
éloignés, nous avons employé deux plans auxiliaires dont les intersections avec 
les plans donnés ont fait connaître deux points m et n de la droite cherchée A. 
Chaque plan auxiliaire n'est représenté sur la figure que par deux horizontales aux 
cotes ao et a3 : ces lignes suffisent pour la construction. 

La droite A est presque horizontale, et il n'est pas possible de la graduer en 
cotes entières; on déterminera sans difficulté la cote de l'un quelconque de 
ses points, en le ramenant sur l'une des échelles P ou Q par une perpendicu- 
laire. 

275. Déterminer l'intersection d'une droite A et d'un plan P (fig. l4g). 

Par deux points 3o et 33 de la droite, nous menons des parallèles dans une direc- 
tion quelconque, et nous les considérons comme les horizontales d'un plan dont 
nous déterminons l'intersection BC avec P. Cette ligne fait trouver sur A le point 
cherché, dont on détermine ensuite la cote. Nous avons ponctué la droite dans la 
supposition que le plan de comparaison est inférieur, et que le plan P existe réelle- 
ment. 

On peut prendre pour plan auxiliaire le plan projetant de la droite; il faut alors 
le rabattre en le faisant tourner autour d'une de ses horizontales. Nous donnerons 
plus loin un exemple de cette construction (art. 287). 

276. Par un point donné mener un plan parallèle à un plan donné. 

Pour avoir l'échelle de pente du plan cherché, il suffit de mener par le point 
donné une droite parallèle à la ligne représentée par l'échelle de pente du premier 
plan (art. 267). 

277. Quand un plan est perpendiculaire à une droite, son échelle de pente est paral- 
lèle à la projection delà droite, car ces deux lignes sont perpendiculaires aux hori- 
zontales du plan fart. 46). 

Les angles que la droite et une ligne de plus grande pente du plan font avec 
l'horizon sont complémentaires; par conséquent, les intervalles i et i', mesurés 
sur la projection de la droite et sur l'échelle de pente du plan, sont récipro- 
ques : 

* iV = i. 

Il est d'ailleurs évident que les cotes doivent croître en sens opposé, sur l'échelle 
de pente du plan et sur la projection de la droite. 

278. D'un point donné A (fig, i5a) mener une perpendiculaire à un plan 
donné P. 

La projection AB de la perpendiculaire est parallèle à P. L'intervalle i' esto™, 80, 

•4. 
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et par suite i doit être i™, af». La graduation de la droite ne présente ainsi aucune 
difficulté. Si l'on veut avoir la distance du point A au plan P, on déterminera le pied 
de la perpendiculaire, et on construira la vraie grandeur de la droite qui va de ce 
point au point donné (art. 2«.*>.) 

Ou résout de la même manière le problème de mener par un point un plan per- 
pendiculaire à une droite. 

27ÎL Déterminer l'angle de deux droites A et B [Jig. i5o). 

Par un point m de A ayant une cote entière 9, nous menons une droite H' paral- 
lèle à B: puis nous Taisons tourner le plan des droites A et B' autour d'une de ses 
horizontales, celle qui est à la cote 12, jusqu'à ce qu'il soit horizontal. La perpen- 
diculaire abaissée du point m de l'espace sur l'axe du mouvement se projette sur 
la ligne mg perpendiculaire à cette droite, et nous trouvons facilement sa gran- 
deur g\\, (art. 26$); nous pouvons par suite placer le rabattement M du point de 
l'espace, et des côtés de l'angle cherché. 

Si les droites A et B' étaient dans un même plan vertical, le rabattement serait 
disposé comme il est indiqué sur la figure i45. 

'2X0. Trouver l'angle de deux plans P et Q [Jig. 1 53). 

La droite mn, perpendiculaire à la projection al> de l'intersection des deux plans, 
peut être considérée comme la trace sur le plan horizontal qui esta la cote li 
d'un plan perpendiculaire aux plans P et Q. Nous rabattons ce plan auxiliaire en 
le faisant tourner autour de mn : le point où il perce l'intersection se place en G, à 
une distance de r, que l'on obtient en rabattant le plan projetant de la droite ah 
autour de celle de ses horizontales qui esta la cote i3. L'angle cherche est mCn. 

Cette construction est analogue à celle que nous avons exposée il l'article 5(> pour 
le cas où l'on opère sur deux plans coordonnés. 

281 . Par un point donné A mener une droite oui fasse un angle donné as ec une 
droite donnée \) (Jig. i5i). 

Nous déterminons sur la droite un point B à la même cote que A, et nous con- 
cevons que le plan passant par la droite et par le point donné tourne autour de 
la ligne \B jusqu'à devenir horizontal. Un point « est porté en N, et la droite D 
devient BN; on trace alors la ligne Al sous l'inclinaison voulue, et l'on remet le 
plan en position : le point I est ramené en 1, et la droite cherchée est A*. 

Le problème admet une seconde solution si le sens dans lequel on doit mesurer 
l'angle n'est pas déterminé par la nature de la question. 

Si l'on voulait avoir la dislance du point A à la droite I), on abaisserait de ce point 
une perpendiculaire sur Bl. et on mesurerait sa longueur. 

Exercices. 

282. On donne trois points A, B, C \fig- 1 54] ; on demande : 

i°. De faire passer par chacune des lignes AB et BC un plan dont la pente vers • 
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l'extérieur de l'angle ABC soit et de limiter ces deux plans X et Y aux droites AB 
et BC d'une part, et de l'autre à des plans verticaux parallèles à ces lignes, et éloignes 
d'elles de 6 mètres; 

a". De faire passer par les droites G ri H suivant lesquelles les plans X et Y cou- 
pent les plans verticaux, des plans x et y inclinés à 1 de base pour 1 de hauteur, et 
de les limiter à un plan horizontal situé à '.ï m ,5o au-dessous du point B; 

3°. De prendre sur les droites G et H deux points de même cote D et E, peu 
éloignés l'un de l'autre, et de faire passer un plan par ces points et le point B, et 
un autre plan par ces points et le point où se rencontrent les traces des plans x et 
y sur le plan horizontal situé à 3" 1 , îo au-dessous du point B. 

Dans cet exercice et dans les suivants, les cotes représentent des hauteurs au- 
dessus d'un plan de comparaison inférieur. 

On résout la première partie du problème par la construction donnée à l'ar- 
ticle 272. Ainsi la différence de niveau des points A et B étant o", 90, et le plan X 
devant avoir une pente de \ t la distance du point B à l'horizontale du point A est, 
sur la figure, o m ,9o x 6 ou 5"\4o. Nous obtenons donc l'horizontale de la cote 
a4 œ , 90 en menant du point A une tangente à un cercle décrit du point B comme 
centre, et avec un rayon de 5 W , 4o. Nous avons tracé les lignes de niveau du plan X 
qui ont des cotes entières, et celles qui correspondent à des cotes fractionnaires 
de a5 centimètres en a5 centimètres. 

On détermine le plan Y par une construction analogue. 

Le plan x doit être limité à son intersection avec un plan horizontal situé à 3"', ><i 
au-dessous du point B, et par conséquent à la cote aa™, 3o. Comme d'ailleurs ce 
plan est incliné à 1 de base pour 1 de hauteur, son horizontale de la cote aa m ,3o 
passe à i ro , 70 et a™, 45 des points/» et q qui sont respectivement aux cotes a4 IU et 
a4 m ,7J. Cette horizontale est donc facile à tracer comme tangente commune de 
deux arcs de cercle. En menant par les points />, r, s, q des parallèles à cette ligne, 
on obtient des horizontales du plan. 

On opère de la même manière pour le plan y. 

Les points D et E doivent avoir la même cote, et comme les plans X et Y ont des 
pentes égales, il s'ensuit que sur la figure ces points doivent être à la même 
dislance des horizontales correspondantes, par exemple de celles qui sont à la 
cote a5. On prend le point D arbitrairement, le point E est ensuite facile à déter- 
miner. Traçant les droites BD, BE, FD, FEctDE, on a deux surlaces planes trian- 
gulaires BED, FED, sur lesquelles on obtient aisément des lignes de niveau. 

Pour limiter la ligure, nous avons supposé que les plans X el x étaient arrêtes 
à un plan vertical iï' perpendiculaire à ceux qui projettent les droites AB et G ; l'in- 
tersection des plans X et x par ce plan a été rabattue. Une disposition analogue a 
été adoptée pour les plans Y et y. 

283. Une plate-forme horizontale et rectangulaire ABCD [fig. i58) est élevée 
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jusqu'à une cote donnée 8™, 35, au-dessus d'un terrain uni dont on connaît l'échelle 
de pente P. Elle se relie a ce terrain par des talus plans; ceux qui correspondent aux 
cotés AH et CD sont inclinés à i de hauteur pour a de hase, et les autres à a de 
hauteur pour 3 de hase. On demande de représenter les intersections des talus 
entre eux et avec la surface du sol, et de tracer sur eux les lignes brisées qui pro- 
longent les horizontales cotées du plan. 

Les droites AU et CI) sont îles horizontales des plans des talus correspondants. La 

pente de ces lalus étant -, l'intervalle est a", et Yinten alle réduit pour des hori- 
zontales échelonnées de o ,D , a5 en o", a5 est o œ , 5o, Il est doue facile de tracer les 
échelles de pente pour ces deux lalus; on opère de la même manière pour les 
autres, en observant que l'intervalle est seulement i™, 5o. 

Les points de rencontre des horizontales de même cote, des talus et de la surface 
du sol, et de deux talus continus font connaître les droites d'intersection cherchées. 

284 . Une plate-forme horizontale et rectangulaire ABCD (Jig. 1 50 ) est placée à 
une cote donnée i7"",5o, partie en remblai et partie en déblai, sur un terrain uni 
dont l'échelle de pente est donnée. Les talus de déblai sont réglés à î deba.se pour 
i de hauteur, et ceux de remblai à 3 de base pour a de hauteur. 

L'nc rampe de 3™ de largeur, inclinée à 5 de base pour i de hauteur, s'étend du 
milieu du coté qui est en remblai, jusqu'au terrain naturel. 

On demande de représenter les talus de la plate-forme et la rampe. 

Les remblais et les déblais prennent leur origine aux points M et N, où l'hori- 
zontale du sol, qui est à la cote i7 m ,5o, rencontre le rectangle de la plate-forme. 
Les droites Mm, et N/»,, tracées perpendiculairement aux grands cotés AD et BC, 
peuvent être prises pour échelles de pente des talus de déblai; leur pente étant i, 
l'intervalle est aussi i : prenant les longueurs Mm et Mn égales à i™, nous pou- 
vons tracer les droites mm' et nri, qui sont les horizontales, à la cote l8",5a des 
plans des talus, et dont les rencontres m' et n' avec l'horizontale de même cote du 
terrain font connaître les lignes d'intersection Mm' et fin'. 

Les trois talus de déblai ayant la même pente, leurs intersections A a et Bi font 
des angles égaux avec les cotés contigus de la plate-forme. Nous les traçons par 
cette seule considération ; leurs points de rencontre a et b avec Mm' et fin' déter- 
minent l'intersection ab du troisième talus avec le terrain naturel. 

Les horizontales de la surface du sol sont prolongées sur les talus de déblai, en 
ligne brisée, par des droites parallèles aux côtés du rectangle. 

Les lalus de remblai, abstraction faite de la rampe, s'établissent de la même 
manière, avec la différence qui résulte du changement de la pente. 

Pour la rampe, nous traçons d'abord les cotés parallèles EG et m à la distance 
de 3 m l'un de l'autre. La pente devant être {, l'intervalle est 5. Après avoir tracé 
les horizontales pour des cotes de o m ,5o en o ro ,5o, nous prolongeons deux d'entre 
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elles, celles qui sont aux cotes ia^.So et i5"\ 5o, jusqu'à la rencontre des hori- 
zontales de même cote du terrain fart. 274), et nous obtenons l'intersection hg 
du plan de la rampe avec celui de la surface du sol. La partie HG est seule utile. 

D'après la pente assignée aux talus de remblai, l'intervalle est i m ,5o. Le point I 
étant à a™ au-dessous du point E, son horizontale, sur la figure, passe à 3™ de la 
projection de ce point; elle est donc tangente au cercle décrit du point E comme- 
centre, avec un rayon égal à 3". La rencontre de cette horizontale et de celle de 
même cote du terrain donne un point i de l'intersection. Nous savons d'ailleurs que 
cette droite passe par le point G. On opère de la même manière pour l'autre talus. 
Les horizontales du plan sont prolongées en ligne brisée sur la rampe et les talus. 

283. Quand on veut placer sur un terrain incliné un polyèdre dont la repré- 
sentation sur un sol horizontal n'offrirait aucune difficulté, on peut supposer le 
plan qui forme la surface du terrain ramené à l'horizontalité, y dessiner le corps 
et voir le déplacement qu'il éprouve quand on rétablit le plan dans sa position. 

Nous allons donner un exemple de cette manière d'opérer. 

On demande de représenter un polyèdre compris entre six faces : une base rectan- 
gulaire placée sur un terrain incliné, une base supérieure, parallèle à la première et 
rectangulaire comme elle, el quatre trapèzes également inclinés sur les plans des 
bases. On donne les dimensions des bases, leur écartement et la pente du terrain. 

Si l'on suppose que la surface plane du sol soit devenue horizontale en tournant 
autour de l'une de ses horizontales, celle qui est à la cote ai™, 20 [fig. i55), on 
pourra tracer la projection ÀBCDEFGH du polyèdre; puis, rabattant sur le plan 
horizontal de la même cote le plan vertical qui projette l'échelle de pente, on y pla- 
cera la projection G'E' de la base supérieure du polyèdre. 

On détermine la trace verticale PQ du terrain, quand il est remis dans sa posi- 
tion, eu portant sur le prolongement d'une horizontale quelconque du plan, celle 
de la cote aa^.ao, une longueur qQ égale à l'élévation de cette ligne, au-dessus de 
celle qui a servi d'axe pour la rotation. On place ensuite sans difficulté la trace ver- 
ticale t'»' >lu plan de la base supérieure du polyèdre, on cherche les points a, a' ;, 
(6, b'), où les sommets (A, A'), (B, B'),... sont transportés dans le relève- 
ment. 

Si une arête telle que ad avait été donnée, on l'eut ramenée en AO sur le plan 
horizontal, et l'on eût appuyé sur cette ligne la première projection du polyèdre. 

Pour tracer lès lignes de niveau sur les divers plans, nous déterminons le point 
(m, m') qui sur l'arête (cg, <f g ) est à la cote ai™. 60, et nous le joignons au point r. 
Les autres horizontales du même talus sont ensuite faciles à tracer. Nous avons 
obtenu celles du talus opposé en déterminant le point (», n . qui est à lu cote 
ai™,8o. 



lia LIVRE III. — PROJECTIONS COTÉES. 

CHAPITRE H. 

CONES ET CVLhNUItES. 



Aotions générales. 

28(>. Après les explications que nous venons de donner, il serait très-facile de 
résoudre par la méthode des projections cotées tous les problèmes que nous avons 
traités dans le Livre II. Nous allons examiner celui du plan tangent à un cône par 
un point extérieur. 

Le cône que nous considérons est donné par son sommet* f Jîg. 1 59), et sa trace 
sur le plan horizontal dont la cote est i3'V>o. Le point donné est a. La ponctuation 
montre que le sommet du cône est plus élevé que la base, et par suite, eu égard aux 
grandeurs relatives des cotes, que le plan de comparaison est inférieur. 

Nous déterminons sur la droite «f le point g qui est à la cote i'V", 60 du plan de 
la base du cône. Chacune des tangentes gv et gu est la trace d'un plan tangent sur 
le plan horizontal i3,Go. Nous pinçons les échelles de pente perpendiculaires à ces 
lignes, et nous y rapportons par des horizontales la graduation de la droite as. 

287. Les tracés ne sont pas beaucoup plus difficiles quand la base du cône est 
sur un plan incliné R (fig. 160). 

La droite qui passe par le sommet s et le point donné a rencontre le plan R en un 
point g que nous déterminons en rabattant le plan vertical sa sur le plan horizontal 
qui est à la cote 8 : la droite et la trace du plan prennent les positions AS et mb\ 
leur point de rencontre G se projette en g. Il n'y a plus qu'à mener de ce point des 
tangentes gu et gv à la trace du cône, et à faire passer des plans par ces droites 
et par OS. 

Exercice. 

288. Un cône de révolution tronqué dont l'axe est vertical s'élève au-dessus 
d'un terrain plan et incliné, et y porte ombre. On demande de construire son inter- 
section par le plan, les lignes de l'ombre propre et celles de l'ombre portée. 

Le cône est donné par son sommet S (Jig. 1 î>7 j et le cercle CD qui forme sa 
base supérieure. On peut par conséquent tracer une génératrice, la graduer, et 
décrire les divers parallèles qui sont aux cotes des horizontales du plan représen- 
tées sur la figure. La courbe d'intersection du tronc de cône avec le terrain est donnée 
par le lieu des poinls, tels que M, où les cercles rencontrent les horizontales de 
même cote du plan. 

La tangente île la courbe en un point M passe par le point T, où se rencontrent 
les traces du plan tangent au cône et du plan du sol, sur le plan horizontal qui est à 
la cote rj m . 
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CHAPITRE II. — CONES ET CYLINDRES. n3 
-rtlL Lis rayons de lumière sont parallèles : la droit»! graduée SK donne leur 
direetion. 

Du point G, situé sur cette droite à la eote a V", nous menons des tangentes au 
eerele de même cote: ce sont îles horizontales des plans tangents, et les points de 
contact A cl U appartiennent aux génératrices qui séparent la partie éclairée de la 
partit- obscure. 

La trace Er d'un plan langent, sur la surface du sol, est donnée par les points g 
et h où se rencontrent deux horizontales de même cote de ces plans ^art. '27Vi 
l.a trace de l'autre plan tangent est obtenue de la même manière par le> points h 
et t. Les droites gh et h' i se rencontrent nécessairement sur SG en un point K, 
omhre du sommet S du cône. 

Le rayon de lumière Ce rencontre en \ l'horizontale \\h qui est à la cote ^4- S 
nous portons sur une génératrice quelconque N« du cylindre d'ombre une longueur 
N» égale à CY, nous aurons le point où elle perce le plan horizontal dont la cote 
est a/|. Comme d'ailleurs l'intervalle est égal à CH pour tous les rayons de lumière, 
nous obtenons facilement le point de Ne qui est à la cote a3. La détermination 
du point d'ombre n sur le sol, se l'ait ensuite par la construction expliquée à l'ar- 
ticle 27o. 

Si l'on veut avoir deux diamètres conjugues de l'ellipse cd, on cherchera les 
ombres de deux diamètres rectangulaires du cercle CL). 



L 
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LIVRE IV. - PERSPECTIVES A XONOM ETRIQUE ET CAVALIÈRE. 



LIVRE QUATRIÈME. 
PERSPECTIVES AXONOMÉTRIQIE ET CAVALIÈRE. 



CHAPITRE PREMIER. 

PERSPECTIVE AXONOMK t'HIQUE. 
Figures géorné traies. 

'21HL On trouve généralement dans les édifices, les machines et les autres con- 
structions trois directions principales, l'une verticale et les deux autres horizon- 
tales et rectangulaires. Il est facile d'établir les projections de l'objet sur trois plans 
parallèles a ces directions considérées deux à deux. 

La projection horizontale a reçu le nom de plan, les deux autres ceux élévation 
longitudinale et d'élévation latérale. Le plus souvent on ne dessine que les parties 
vues, et pour montrer celles qui sont naturellement cachées, on fait de nouvelles 
tigures en supposant que la partie antérieure de l'objet soit enlevée jusqu'au plan 
de projection transporté parallèlement a lui-même, à une position convenable, (les 
dessins ont reçu le nom de coupes. Les coupes faites par des plans parallèles, placées 
les unes sur les autres, et réunies à l'élévation correspondante, formeraient une pro- 
jection complète de l'objet. 

Sllt. Les tracés que nous avons expliqués dans les Livres I et 11 s'appliquent 
immédiatement aux plans, coupes et élévations, et permettent de résoudre toutes 
les questions géométriques qui se rapportent à l'objet représenté: mais ce genre de 
dessin, qu'aucun autre ne peut remplacer complètement quand on veut exécuter, a 
l'inconvénient de ne pas faire toujours ressortir d'une manière suffisamment claire 
les formes des objets, et il faut y renoncer quand on désire que des dispositions 
compliquées soient proinptement comprises. Le mieux alors serait peut-être d'em- 
ployer la perspective régulière, mais elle exige beaucoup de soin dans les tracés, et 
tuus les dessinateurs ne la connaissent pas. On y supplée par des perspectives rapides. 
modes de représentation qui n'exigent que des tracés faciles; ils ne reproduisent 
pas exactement l'apparence des objets, mais ils font comprendre l'agencement de 
leurs diverses parties, et ils permettent, dans bien des cas, de restituer les figures, 
géonu traies : c'est ainsi qu'on appelle le plan, les élévations et les coupes. 
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CHAPITRE I". — PERSPECTIVE AXONOMÉTRIQUE. 



Salions générales sur la perspective axonométrique. 

292. La perspective axonométrique est une projection orthogonale faite sur un 
plan oblique aux directions principales dont nous avons parlé. On la dispose de 
manière que les droites verticales dans l'espace soient représentées par des droites 
verticales sur la ligure. 

Pour faire une perspective axonométrique d'un objet dont on a les figures géo- 
métrales, on choisit trois axes respectivement parallèles aux trois directions prin- 
cipales, on se donne arbitrairement leurs projections S.r, i>y et Sr i jig. '75;, et 
on détermine les angles a, b et e qu'ils forment avec le plan de la ligure ! art. 82 

Les coordonnées de chacun des points que l'on veut représenter peuvent être aisé- 
ment déterminées sur les ligures géométrales; la direction des projections de ces 
lignes est connue, et il est facile d'obtenir leur grandeur réduite d'après leur incli- 
naison. La construction d'une perspective axonométrique se réduit ainsi à des opé- 
rations très-simples. 

29,". Pour opérer d'après des données numériques, il faut avoir des échelles 
On établit d'abord et arbitrairement l'échelle des vraies grandeurs : elle sert a 
déterminer le rayon d'un cercle qui représente une sphère, l'écartcment de deux 
droites qui forment le contour apparent d'un cylindre de révolution, le grand axe 
d'une ellipse perspective d'un cercle, et en un mot toutes les longueurs qui ne 
sont pas réduites parla projection. 

On prend ensuite sur les droites A', S', B', S' et C'S' [Jig. 175) des segments A', M', 
If, N' el C'P' égaux à l'unité, et, les projetant sur XY, on a la grandeur réduite de 
l'unité sur les projections des trois axes, ce qui permet d'établir des échelles pour 
les longueurs qui leur sont respectivement parallèles. 

Quand les directions des axes sont données sur la figure, l'une quelconque des 
échelles détermine les trois autres. On peut ainsi choisir arbitrairement la lon- 
gueur qui doit représenter l'unité dans la direction de l'un des axes; on en déduit la 
longueur de l'unité d'abord dans l'espace, car il faut supposer qu'on a modifié la 
grandeur des objets avant de les projeter, et ensuite sur le plan de projection, dans 
la direction de chacun des deux autres axes. 

Ainsi, si l'on veut qu'un mètre sur l'axe dont la projection est Sj, soit repré- 
senté par une longueur B,N, on déterminera la grandeur tfjN' que doit avoir une 
longueur égale à un mètre sur l'objet dans l'espace. Prenant ensuite des segments 
A', M' et C'F égaux à B*, N', on trouvera que les longueurs qui doivent correspondre 
à un mètre sur les axes Ax et As sont A', M et C'P. 

291. Quelquefois on se donne, non la direction des axes sur la figure, mais les 
grandeurs qui doivent représenter l'unité dans la direction de chacun d'eux. 

Appelons m, n et p ces longueurs, a, b et c les angles des axes avec le plan de 
projection, et k la grandeur de l'unité dans l'espace, c'est-à-dire la longueur qui, 

i5. 
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Il6 LIVRE IV. - PERSPECTIVES AXONOMÉTRIQIE ET CAVALIÈRE. 

portée sur l'un ou l'autre des trois axes, est réduite par la projection à m, n ou p. 
Nous avons 

X- COS a — m, k cos b = n, ifrcos c — p. 

Les trois axes étant rectangulaires, la somme des carrés des cosinus des angles 
qu'ils font avec une droite quelconque telle que S, *S' i Jig. 1 7.5 est égale a 1 . et 
par suite la somme des carrés des cosinus des angles complémentaires a. b et c 
qu'ils font avec le plan de projection est égale à a : 

cos* a -+- cos* b -»- cos* c = 3 ; 

donc 

jtk 1 — m* ■+■ «* -+- p*. 

m, n et/» étant connus, on obtient k par une construction très-simple Jig. \-!\ , 
et l'on a l'échelle des vraies grandeurs; on détermine ensuite les angles a, i> cl <• 
par des triangles rectangles, tels que MM' A', , NN b",. FP'C. 

Les inclinaisons des trois axes étant déterminées, il est facile d'obtenir les angles 
que comprennent leurs projections en établissant la Jigttre 1 7 5 par une construction 
en ordr e inverse de celle que nous avons donnée à l'article 82. On trace une droite 
XY dans la direction que l'on veut donner aux verticales, on élève une perpendicu- 
laire iS' d'une grandeur arbitraire, on trace les droites S'A',, S' IV, et S'C, qui ren- 
contrent XY sous les angles a, b et c, puis la ligne S'(/', perpendiculaire à S'C Le 
reste de la construction n'a pas besoin d'explication. 

2ÎL'i. En faisant disparaître k de la valeur de cosa, on obtient 

cos* a — — •• 

Pour que l'angle a soit réel, il faut que m' soit plus petit que n* -4- p*. Si cette 
condition n'était pas satisfaite, le triangle rectangle qui fait connaître l'angle a ne 
pourrait pas être construit, car l'hypoténuse k serait plus petite que le coté m. On 
ne trouve un système de trois inclinaisons réelles que quand chacune des quan- 
tités /«', ri* et p 2 est plus petite que la somme des deux autres. 

On n'obtient des projections réelles Sj- et Sv pour les axes horizontaux que 
quand les arcs décrits du point S comme centre avec des rayons égaux à SA, et SB, 
rencontrent la droite dd '. Il faut donc que l'on ait 

SA, > Sd, SB, > Sd. 

On obtient immédiatement 

SA, = jS'cola, SB, = iS'coté, Sd= iS'tangc. 

A l'aide de ces valeurs, et en éliminant a, b et c par les équations de l'article 2114, 
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on reconnaît que les inégalités conduisent à la condition que nous avons déjà trou- 
vée. Cette condition suffit donc pour que le problème puisse être résolu. 
Nous allons maintenant présenter quelques exercices. 

Assemblages de charpente. 

296. Les figures géométrales iG4ct 1 65 représentent une pièce de bois horizon- 
tale B assemblée à tenon et mortaise dans une pièce verticale A. Les figures 166 et 
167 sont des perspectives axonométriques de ces pièces séparées. 

Par un point 1' (jig. 166), nous menons deux droites l'.a'et T. 7' respective- 
ment parallèles à Sx et Sj ifig. 17:"» et nous portons sur ces lignes les longueurs 
1 . 3 et 1 .7 [Jig. 164 après les avoir réduites par la projection sous les angles a et b 
[ Jig. 175). En achevant le parallélogramme 1'. 2'. 8'. 7'. nous avons une section droite 
de la pièce A, et par les sommets 1', 2', 8' et 7' nous traçons les arêtes dans une 
direction parallèle à Si ifig. 175). 

La longueur 1.1" de la figure i65 est réduite parla projection sous l'angle c, et 
portée sur la figure 166. 

On continue les opérations de la mémo manière ; il n'y a aucune difficulté, parce 
que chacune des droites est dans Tune des directions principales. 

297. On propose d'établir la perspective axonométrique de la pièce entaillée 
pour un assemblage à mi-bois avec embrc\ eimitt, qui est représentée sur les ligures 
géométrales 170 et 171. 

Sur une droite l'.'j' {jig. 172,1 parallèle à l'axe Syijig. i~5j, nous portons les 
longueurs 1.9, 1 . 8 et 1 .7 prises sur la Jigure 1 70, et réduites convenablement, c'est- 
à-dire par une projection sous l'inclinaison b. Nous traçons parallèlement à S.» 
ifig. 1 7-5j les grandes arêtes qui passent par les points l' et 7', et les coordonnées qui 
aboutissent aux points 9' et 8'. Nous plaçons sur ces droites les longueurs des lignes 
1.3, 9.2, 8.5, 7.6 et 7.4, réduites par une projection sous l'inclinaison a, et nous 
établissons les lignes brisées 1 '. 5'. 6' et 3'. 2'. 4'. Il n'y a plus qu'à tracer des verti- 
cales, et à les prendre égales, les unes à l'épaisseur totale de la pièce convenable- 
ment réduite, les autres à sa moitié. 

Mené sphcrùjue. [Planche XUX.) 

298. Nous allons nous proposer d'établir directement la perspective axonomé- 
trique d'une niche sphérique. 

Nous nous donnons les directions Sx, Sy et Sz des projections des axes; nous 
déterminons leurs inclinaisons S' A',X, S'B'.X et S'C'X sur le plan de la figure, puis 
nous projetons, sous chacun de ces angles, la longueur qui doit représenter 
1 mètre dans l'espace. Enfin, divisant cette longueur et ses projections A , M, B'.N 
et CP, nous avons l'échelle des vraies grandeurs et les trois échelles réduites qui 
correspondent aux trois axes. 
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Le plan ;S.r est parallèle au plan <le tète i j de la niche. 

2ÎML La droite ah [fig. 162 parallèle à S.r est un diamètre de l'ellipse dont la 
moitié supérieure représente le demi-cercle de tète. Sa longueur est é^ale à la lar- 
geur de la niche que nous supposons de 1 mètre, mesurée à l'échelle S.r. Le centre 
de la sphère est au point milieu C. 

Le plan de tète étant parallèle aux deux axes Sj- et Si, les droites de ce plan 
qui sont parallèles au plan de projection, se trouvent, telles que CA, perpendiculaires 
a Sv art. 82;. Nous pouvons donc tracer la droite CV, sur laquelle est le diamètre 
qui n'est pas réduit par la projection, c'est-à-dire le grand axe de l'ellipse. .Nous 
obtenons le sommet v en prenant sur cette ligne un segment Ce égal à une lon- 
gueur de 5o centimètres, mesurée à l'échelle des vraies grandeurs. 

Si l'on voulait apporter beaucoup d'exactitude au dessin, pour déterminer le 
demi grand axe, on porterait la ligne V.b fig. 162 1 sur XV fig- 1 <-> 1 , à partir du 
point A',, et l'on verrait à quelle longueur celle projection correspond sur A', S'. 

Le petit axe est dirigé sur la droite Cv parallèle à S y; nous déterminons sa gran- 
deur par la condition que l'ellipse passe au point b. Cour cela, de ce point comme 
centre, avec un rayon égal à Ce, nous décrivons un arc de cercle qui coupe en m le 
petit axe prolongé, nous traçons la droite mb, et le segment bn est la longueur de 
la moitié du petit axe. On voit en effet que si la droite rnn se meut de manière que 
ses extrémités m et n glissent sur les ligues CM et CN, le point b décrira une 
ellipse dont les axes auront la position et la grandeur que nous avons indiquées 
i art. 152;. 

500. Les demi-ellipses décrites sur les diamètres ab et AB sont les projections 
de deux demi-cercles situés dans un même plan, et concentriques. Il résulte de là 
qu'elles sont semblables, et que leurs axes sont dirigés sur les deux mêmes droites 
CN et Cy. En menant par le point B la droite NM, parallèle à nrn, on obtient les 
segments MB et NB, qui sont les demi-axes de l'ellipse AB. 

Pour représenter les lignes des voussoirs sur le plan de tète, nous rendons ce 
plan parallèle à celui de la ligure eu le faisant tourner autour de la droite CN. Les 
points A et B décrivent des arcs de cercle dont les centres sont sur la droite indé- 
finie CN, et qui se projettent sur des perpendiculaires à cette droite; le demi-cercle 
qui a son centre en C, et dont la perspective est AVB, vient se projeter en vraie 
grandeur suivant A , Y H , . Nous le partageons en cinq parties égales aux points 

D„ B| Quand nous remettons Le plan de tète en position, ces points sont 

transportés en D, E, ... par des perpendiculaires à CN. 

Les lignes de division des voussoirs convergent vers le centre C. 



(1) Le plan de l/le est le plan vertical de la surface du mur dans lequel est établie la niche. Les 
assises sont les zones horizontales de pierres qui s'élèvent jusqu'à la partie sphériqoe. On appelle vous- 
soirs les pierre» qui forment cette partie, et trompillon le vousioir central b,e,a, {Jîg. i63). 
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501. Par les points a, b, A et B nous traçons des droites parallèles à Sr 
et nous portons .;ur elles une longueur égale à la hauteur du cylindre de la niche 
mesurée à l'échelle Ss : nous supposons cette hauteur de i m , '|5. Nous partageons 
ensuite les droites ap et bq en 5 parties égales, et par les points de division nous 
traçons les lignes d'assise sur le plan de tête. 

Tous les demi-cercles horizontaux ont des projections identiques; nous allons 
indiquer le tracé de celui dont les extrémités sont aux points/* et q. 

Le demi grand axe kg est parallèle à AB [Jig. 161 !. et égal au demi grand axe t'.t 
de l'ellipse que nous venons de tracer, parce que les cercles représentés ont des 
rayons égaux. Le demi petit axe kt peut être ohtenu, soit par le même moyen que 
précédemment, soit en portant la longueur du rayon sur la droite rf'S' [Jig. itii . et 
la projetant sur XY. Il faut en effet remarquer que le petit axe de l'ellipse c>t la 
projection du diamètre du cercle qui lait le plus grand angle aigu avec le plan de la 
figure. 

.Nous aurions pu déterminer de la même manière le petit axe de la demi-ellipse 
a»b, en projetant le grand axe sous l'angle que fait la face j-S: (Jig. avec le 
plan de la ligure. Cet angle est le complément de S' B', X. 

Pour diviser le demi-cercle/^, nous rendons son plan parallèle au plan de pro- 
jection, en le faisant tourner autour du diamètre kg. 

502. 11 ne nous reste à tracer que les cercles de la sphère; nous ferons l'explica- 
tion sur h figure i63, mieux disposée pour cela. Elle représente la même niche 
que la Jigure 163, et avec les mêmes échelles, mais les longueurs parallèles à S y 
-ont mesurées dans un sens oppose. Il faut supposer que le sommet S est au 
delà du plan de projection qui passe par les points A. B et C, au second point de 
rencontre de la verticale sS' avec le cercle C'rf'. 

.Nous avons tracé cette figure pour montrer comment, sans changer les échelles, 
on peut disposer une perspective axonométrique. suivant l'aspect sous lequel on 
veut montrer l'objet. 

505. La courhe a { b, du trompillon et la courhe de tête ab sont semblahles et 
semblablement placées; leur centre de similitude se trouve sur la droite Cy, paral- 
lèle à Sy f Jig. 161 î, parce qu'il est la projection du sommet du cône auquel les 
deux cercles appartiennent dans l'espace fi). Nous déterminons le point b, en rele- 
vant le poinï 6',, placé dans la position convenable sur le cercle rabattu [1, q,. La 
droite bb, fait trouver le point 0, centre de similitude. Nous déterminons ensuite 
facilement les axes de l'ellipse a, b,. 

Nous obtenons les hgnes de division des voussoirs en faisant tourner l'arc bb, 
autour de Cy. Pourvoir où se place un point b 7 quand le point h arrive en r, nous 



(1) Il existe deux cônes différents sur lesquels les deux cercles se trouvent : leurs sommets corres- 
pondent aux deux centres de similitude qui existent entre les ellipses. 
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traçons la droite 6 3 C a , parallèle à bC, et la droite M, S; elles deviennent l'une la 
ligne C,<?,, parallèle à Ce, l'autre la ligne eS. Le point />, a été transporté à leur 
intersection e,. 

On peut encore remarquer que les droites be et //,e a , cordes des arcs décrits, sont 
parallèles dans l'espace, et par suite en projection. 

Au pointe, la tangente à l'ellipse ee t e, est parallèle à C.O, parce qu'elle esl per- 
pendiculaire au plan de tète. Les droites Ce et C/ sont donc deux demi-diamètres 
conjugués : on peut se servir de celte propriété pour tracer l'ellipse. 

Lu cercle décrit du point C comme centre avec Ce pour rayon serait le con- 
tour apparent de la sphère, si elle était en relief; celte courbe se raccorde tangen- 
tiellement en g' avec la verticale gg , qui serait le contour apparent du cylindre. Les 
parties cachées des lignes d'assise louchent la droite gg" ou l'arc g"w 

304. Nous aurions pu emplover des échelles pour construire les figures axono- 
inétriques iGGet 1G7, niais il aurait fallu mesurer d'abord, à l'échelle de la Planche L, 
les longueurs relevées parallèlement aux directions principales sur les ligures géo- 
métrales iti/j et i (>.!». Toute longueur portée sur une ligure axonométrique aurait 
ainsi exigé l'emploi successif de deux échelles. Cette manière d'opérer ne peut pas 
donner une grande précision. En général, il est convenable de ne se servir des 
échelles que quand on construit une perspective d'après des données numériques. 

Institution des figures géomctrales des objets représentes par une perspective 

axononometrique. 

00*». Une perspective axonométrique, étant une projection sur un seul plan, ne 
suffit pas pour définir complètement les objets, mais on peut souvent faire dispa- 
raître l'indétermination par les données que l'on a sur leur forme. 

Si nous savons que les pièces de bois représentées sur les figures 166 et 167 ont 
leurs faces rectangulaires, et qu'elles se rencontrent elles-mêmes à angle droit, nous 
aurons immédiatement la direction des axes principaux, et nous en conclurons leur 
obliquité sur le plan de projection 1 art. 82 ;. Faisant ensuite les constructions que 
nous avons expliquées, mais en ordre inverse, nous établirons les figures géomc- 
trales, et nous déterminerons leur échelle si nous connaissons l'une des échelles 
de la perspective. 

Sur la figure 172, rien n'indique la direction de l'axe Sy, par conséquent, si 
cette direction n'est pas donnée, la restitution sera impossible. 

Quant à la niche, comme on a tout lieu de la regarder comme formée d'un demi- 
cylindre et d'un quart de sphère, sa perspective axonométrique la détermine com- 
plètement. 

Perspective monadimètrique . 

"< Mi La perspective axonométrique est anisomètrxque quand les trois axes ont 
des inclinaisons inégales sur le plan de projection. On la dit monodimétrique quand 
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deux des axes ont des inclinaisons égales; le troisième fait alors en projection des 
angles égaux avec les deux autres, et deux des quatre échelles deviennent iden- 
tiques. Ces circonstances apportent quelques simplifications. 

Les axes également inclinés peuvent être l'un vertical et l'autre horizontal, ou 
tous les deux horizontaux. De là résultent deux dispositions différentes en appa- 
rence pour la perspective monodimétrique. 

Les figures géométrales sont des perspectives monodiinétriqucs, dans lesquelles 
les angles égaux a et b ou a et c sont nuls. 

Perspective isométrique. 

307. La perspective est isométrique quand les trois directions principales ont des 
inclinaisons égales sur le plan de projection. L'équation des cosinus donnée à l'ar- 
ticle 294 devient alors 



cosc=y/|» d'où sinc = y/~- 



Traçons un triangle rectangle isocèle BAD (ftg. 176), portons l'hypoténuse BD 
de A en C, et traçons CB : les trois côtés du triangle BCA sont proportionnels aux 
racines carrées des nombres 3, a et 1, et l'angle ACB est égal à l'angle que les trois 
axes font avec le plan de projection. 

508. On appelle droites isométriques celles qui sont parallèle» à l'un quelconque 
des axes, et plans isométriques ceux qui sont parallèles à deux axes. 

Les longueurs des droites isométriques sont mesurées à une même échelle, que 
l'on appelle échelle isométrique. On la considère comme l'échelle du dessin; ainsi 
une perspective est dite au centième, quand une longueur d'un mètre parallèle à l'une 
des trois directions principales est représentée par une ligne d'un centimètre. Il 
faut concevoir qu'avant de projeter l'objet, on altère ses dimensions linéaires dans 
le rapport de ioocosc à 1, de manière que la projection réduisant les droites iso- 
métriques dans le rapport de 1 à cosc, elles se trouvent en définitive amenées au 
centième de leur grandeur. 

D'après cela, une sphère de 1 mètre de rayon serait représentée par un cercle 

dont le rayon aurait une longueur donnée par l'expression — y/-- On mesurerait 
immédiatement ce rayon à l'échelle des vraies grandeurs dont nous donnons la 
construction à l'article suivant. 

309. L'égalité des angles a, b,c{fig. i 7 5) entraîne celle des longueurs SA, SB, 
SC, et par suite celle des angles ySs, zSx, xSy: ces derniers angles sont donc de 
1 30 degrés [ftg. 178). 

Considérons une ellipse adbc projection d'un cercle situé dans un plan isomé- 
trique parallèle à Sx et Sz. Les axes cd et ab doivent être, l'un parallèle, l'autre 
I. '6 
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perpendiculaire à la troisième direction isométrique Sv (art. 299). Il y a deux 
diamètres isométriques pq el rrm respectivement parallèles à Sjt et à S:: ils sont 
nécessairement égaux et de plus conjugués comme projections de deux diamètres 
rectangulaires du cercle. 

Vous aurons, en appelant R le rayon du cercle, 

o/>=3R, pq = mn = aRcosc, crf=2Rsinc. 

D'après les valeurs de cosc et de sin c, nous voyons que le grand axe, les diamètres 
isométriques et le petit axe sont proportionnels aux racines carrées des nombres i, 
j et i . Celle relation permet de déterminer facilement la grandeur que l'on doit 
donner aux axes d'une ellipse isométrique : c est ainsi qu'on appelle une ellipse pro- 
jection d'un cercle situé dans un plan isométrique. 

Traçons deux droites CF et Cf. Jig. 177,1 respectivement parallèles à CA et CB 
i Jig. 17G , et établissons l'échelle isométrique sur CF : si le rayon du cercle que 
nous mettons en perspective a une grandeur de i m ,5o, nous mesurerons celte lon- 
gueur sur l'échelle CF de C en M, et élevant la perpendiculaire MN, les droites CN el 
NM seront le demi grand axe et le demi petit axe de l'ellipse. 

En marquant sur la droite CG fig. 177; des points de division qui se projet- 
tent exactement sur ceux de CF, nous aurons une échelle sur laquelle on pourra 
mesurer directement la longueur du grand axe de l'ellipse. Cette échelle est celle 
des vraies grandeurs, c'est-à-dire des droites parallèles au plan de projection. 

510. Les ellipses isométriques sont semblables, el par suite on peut construire 
un rapporteur qui permette de les diviser en arcs égaux, ce qui est utile dans diver- 
ses circonstances, principalement pour dessiner des roues dentées et des colonnes 
cannelées. 

On commence par tracer sous un angle de 1 20 degrés les demi-diamètres isomé- 
triques [fig, 1 79 j , on leur donne une longueur arbitraire qui, sur notre figure, 
est de S centimètres, et, portant cette longueur sur la droite CF {Jig. 177), on 
obtient le demi grand axe et le demi petit axe de la demi-ellipse qui doit former 
le rapporteur. On décrit sur le grand axe un demi-cercle, on le divise en parties 
«■gales, et, supposant qu'il soit relevé en tournant autour de sou diamètre jusqu'à 
ce qu'il se projette sur la demi-ellipse, on ramène les points de division sur cette 
courbe. 

On peut aussi diviser le rapporteur à l'aide d'un quart de cercle décrit sur le 
demi petit axe comme rayon : cette méthode donne plus d'exactitude pour les divi- 
sions extrêmes. 

Lorsqu'on emploie le rapporteur, il faut que le petit axe de l'ellipse soit parallèle 
à la projection de celui des axes coordonnés qui est perpendiculaire au plan iso- 
métrique dans lequel se trouve le cercle que l'on considère. Le rapporteur dans la 
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position qu'il occupe sur la Planche U serait bien placé pour un cercle hori- 
zontal. 

Si nous portons sur le grand axe des divisions égales à celles de la droite CG 
fig- '77 )« en faisant passer des ellipses semblables et concentriques par les points 
déterminés, nous diviserons les droites qui divergent du centre en parties perspec- 
tives égales, et chacune d'elles est une échelle pour les droites qui dans l'espace 
sont parallèles au rayon correspondant; on pourra ainsi mesurer directement sur 
la perspective la longueur de toute droite située dans un plan isométrique. 

Le rapporteur qui est dessiné sur la Planche Ll serait un peu petit. En donnant à 
chaque demi-diamètre isométrique une longueur de 5 centimètres, on a un instru- 
ment d'une grandeur convenable, et sur lequel on peut facilement indiquer les divi- 
sions en demi-degrés. 



CHAPITRE II. 

PERSPECTIVE CAVALIÈRE. 



Notions générales. — Assemblages. 

311. La perspective cavalière est une projection oblique faite sur un plan ver- 
tical et parallèle à l'une des deux directions principales horizontales. Elle n'exige 
que des constructions très-simples. 

Nous allons nous proposer de mettre en perspective cavalière la pièce de bois A, 
représentée sur les figures géomélrales 164 et 1 65. Nous prenons le plan vertical 1 . 7 
[fig. 164 j pour plan de projection; nous plaçons [fig. 168) les lignes qui sont sur 
ce plan telles qu'elles se trouvent sur l'élévation {fig. i65 ), puis par le point i' 
nous traçons dans une direction arbitraire une droite i'.a', nous lui donnons une 
longueur égale à la moitié de la ligne 1 . 2 (fig. 164}, et nous la considérons comme 
la projection de la ligne (1.2, 1) [fig. 164 et i65). Toute autre droite perpen- 
diculaire au plan de la figure sera projetée sur une parallèle à i'. 2' [fig- 168), et 
réduite a la moitié de la grandeur qu'elle a dans l'espace. Nous pourrons donc tracer 
la droite 1". 2" projection de (1.3, 1"), et achever facilement la perspective. 

312. Les objets ont généralement des figures situées dans des plans de front, 
c'est-à-dire parallèles au plan de projection; elles sont représentées en vraie gran- 
deur, ce qui simplifie beaucoup les tracés. 

Les droites perpendiculaires aux plans de front sont dites fuyantes. On les réduit 
souvent à la moitié de leur grandeur, comme nous l'avons fait à l'article précédent, 
quelquefois au tiers ou au quart, mais généralement dans un rapport simple. 

16. 



Digitized by Google 



1*4 LIVRE IV. — PERSPECTIVES AXONOMÉTRIQUE ET CAVALIERE. 

La direction des lignes fuyantes doit être choisie de manière que l'objet se pré- 
sente sous l'aspect où il est le plus important de le voir. Quand des pièces sont 
connexes comme celles des figures 168 et 169, on dirige quelquefois les lignes 
fuyantes de cotés différents de la verticale, mais sous des angles égaux; on peut 
alors placer sur des horizontales les poiuts correspondants des deux figures, de 
manière a établir entre elles un certain accord. 

515. Pour mettre en perspective cavalière la pièce représentée sur les ligures 
géoinétrales 170 et 171, nous plaçons d'abord [fig. i-ï) celles des lignes de la 
figure 170 qui sont dans le plan mn {fig. 171) puis, ayant choisi pour les lignes 
fuyantes une direction arbitraire 5'. 5", nous traçons toutes les droites perpendicu- 
laires au plan de projection, et nous portons les longueurs relevées sur la figure 171, 
en les réduisant à moitié. 

Nous avons disposé la perspective cavalière de la figure 17'i de manière a montrer 
la pièce sous un aspect différent de celui qu'elle a sur la perspective axonomélrique 
de la figure 172. On peut remarquer que ces dessins font beaucoup mieux com- 
prendre les formes que les figure* 170 et 171, et cependant nous n'avons pas voulu 
représenter un assemblage compliqué, et qui eut exigé des explications spéciales. 
Il y en a, tels que les entures à enfourchement, qui sont presque inintelligibles 
quand on les représente seulement par des ligures géoinétrales. 

Cylindre vertical. (Planche LU, figure 180.) 

5! i. Nous allons nous proposer de construire la perspective d'un cercle hori- 
zontal dont on connaît le diamètre de front AH, et de représenter un cylindre ver- 
Uca! dont ce cercle serait la base. 

Nous traçons en vraie grandeur le cercle qu'on veut projeter en le supposant 
ramené de front par une rotation autour de AB, nous choisissons une direction 
horizontale MN pour les lignes fuyantes, et nous prenons un rapport de réduction 
qui sera, comme précédemment, celui de 2 à 1. 

Une ordonnée cg devient la droite cm, égale à sa moitié et parallèle à MN. <>n 
peut déterminer ainsi autant de points qu'on voudra, mais on évite les réductions en 
construisant sur les ordonnées de différents points des triangles semblables à gern. 

On obtient une ellipse dont AB et MN sont deux diamètres conjugués. Ses tan- 
gentes verticales forment le contour apparent du cylindre. On détermine les points K 
et K, où elles coupent la droite AB, en menant au cercle les tangentes IK et I.K,, 
parallèles à GQ. On voit en effet que, dans la transformation qui change le cei- 
cle en ellipse, les points de la droite AB conservent leur position; la droite QG 
devient la perpendiculaire QM à AB, et les tangentes au cercle parallèles à Q(i 
ont pour homologues des droites KS et K,S, parallèles à QM et tangentes à l'el- 
lipse. 
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Dans la première partie de la construction que nous venons d'indiquer, on 
retrouve la méthode que nous avons exposée à l'article 184 pour tracer une ellipse 
dont on connaît deux diamètres conjugués. 

Sphère. (Planche LU, figure 1 8 1 . ) 

515. Une sphère n'est pas représentée par un cercle, comme dans la perspec- 
tive axonométrique, mais par une ellipse dont au reste la construction est facile. 

Soient AQB la perspective du grand cercle de front de la sphère, et MN une droite 
passant par le centre, et donnant sur la figure la direction des lignes fuyantes, 
que nous supposons, comme précédemment, réduites à la moitié de leur lon- 
gueur. 

Nous pouvons supposer que la sphère a été transportée, de manière que son cen- 
tre soit au point C. 

Nous prenons un second plan de projection perpendiculaire au premier, et ayant 
pour trace la droite MN. Le cercle AQB peut être regardé comme la trace de la 
sphère sur chacun des deux plans coordonnés. 

En élevant une perpendiculaire C.\ à la ligne de terre MN, et prenant sur celle 
droite une longueur CE égale à la moitié du rayon CA, l'hypoténuse AE située sur 
le second plan de projection donnera la direction des projetantes obliques de la per- 
spective cavalière. Le cercle de contour apparent de la sphère pour des rayons 
visuels parallèles à ces lignes est projeté, sur notre second plan, suivant le diamètre 
PQ perpendiculaire à AE. Il faut maintenant chercher la trace, sur le premier plan, 
d'un cylindre qui aurait ce cercle pour directrice, et dont les génératrices seraient 
parallèles à AE. 

Nous pouvons tracer les génératrices des points P et Q situés dans le second des 
plans coordonnés; elles font connaître sur la ligne de terre les points M et N de la 
perspective. La symétrie de la figure montre que la droite MN est un axe; l'autre 
axe est le diamètre perpendiculaire AB. 11 est maintenant facile de tracer l'ellipse 
par ses propriétés spéciales; on peut aussi la construire directement. 

Un point quelconque R de PQ est la projection, sur le second plan, de deux points 
de la directrice du cylindre circonscrit. Ils sont sur le petit cercle de la sphère qui 
a pour projection la droite SS,, et par conséquent leur distance au point R et au 
second plan est égale à RS. On pourrait établir leurs projections sur le premier plan, 
et chercher ensuite les traces des génératrices correspondantes du cylindre; mais il 
es( plus simple de remarquer que la perspective du point R est sur la ligne de 
terre en r, et que par suite celles des points considérés doivent être sur une perpen- 
diculaire srs„ à une distance de r égale a RS. On obtient ainsi les points s et s, . 

La verticale du point C perce la sphère en un point D du cercle de front AQB. Ce 
serait le point de contact de la sphère avec un plan horizontal qui la porterait. On 
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voit comment on aurait dù traiter la question, si ce point avait été une des données 
du problème. 

."16. Quand on construit une perspective d'après des données numériques, il 
est convenable de calculer la longueur du grand axe d'une ellipse qui doit représen- 
ter une spbère. Appelant a le demi grand axe, rie rayon de la spbère et n le rap- 
port de réduction des lignes fuyantes, on a 

a = r\n l -+- i . 

Dans le cas actuel n est égal à o.5o et l'expression devient a = \.\ir. 

Niche sphërique. [ Planche LU, figure 18a.; 

."517. Nous traçons les lignes situées sur le plan de tète que nous prenons pour 
plan de projection; nous obtenons l'ellipse perspective du cercle de base par la 
méthode que nous avons expliquée à l' article .11 1, puis nous plaçons sur le cercle 
rabattu, aux positions convenables, les points ni, ri et r', qui, ramenés sur l'el- 
lipse, nous font trouver les lignes de joint. 

La courbe a, h, du trompillon est un demi-cercle de front. Pour établir sa per- 
spective, nous plaçons sur le demi-cercle rabattu pniq le point a à la position que 
doit avoir l'extrémité de la courbe, nous ramenons ce point en a, et nous le rele- 
vons en a, : le diamètre du demi-cercle est la droite a, b, parallèle à ab; son centre 
est sur la droite fuyante Cy. 

Pour avoir les lignes d'assise de la voûte sphérique, nous faisons tourner l'arc aa, 
autour de l'axe Çy ; un point quelconque a, décrit un cercle dont nous trouvons le 
centre en C,, et comme les droites aC et «jCj sont toujours parallèles dans le mou- 
vement, nous pouvons déterminer les positions d lt e 3 , ... que prend le point a, 
quand le point n arrive aux points d, e, 

Les tangentes aux points a t , d lt e„ ... se rencontrent sur la droite Cy; celles 
des points a, d, e, ... sont parallèles à celte ligne. 

518. La construction que nous avons donnée à l'article 51 i, pour tracer la per- 
spective d'un cercle, n'est pas spéciale au cas où le plan de cette, courbe est horizon- 
tal : on peut l'employer toutes les fois que le diamètre de front est connu, et par 
conséquent pour les cercles auxquels appartiennent les lignes d'assise de la partie 
sphérique, car leurs diamètres de front sont situés sur le plan de tète et immédiate- 
ment donnés. La méthode que nous venons d'employer est plus simple, parce qu'elle 
permet de déterminer simultanément des points a t , d t , e„ . . . sur les différents arcs, 
mais elle exige que l'on ait d'abord construit la perspective aa,bb, de l'un des 
cercles. 

Les lignes d'assise touchent l'ellipse qui formerait le contour apparent de la 
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sphère si elle était en relief. Nous avons vu à l'article 313 comment on déter- 
mine cette courbe. 

Observations générales sur les perspectives rapides. 

319. Les perspectives rapides sont fort utiles dans le dessin industriel; on les 
rencontre souvent dans les ouvrages consacrés à la mécanique et à l'architecture; 
il faut se familiariser avec elles, et savoir qu'elles ne donnent pas de simples images, 
mais des figures géométriques d'où l'on peut très-souvent restituer le plan et l'élé- 
vation des objets. 

La perspective anisométrique présente cet avantage, que l'on peut choisir la 
direction des axes, de manière à montrer l'objet sous l'aspect que l'on veut. La 
perspective isométrique est d'un usage plus facile. Dans ces modes de dessin, le 
plan de projection n'est pas vertical, et comme involontairement on se le figure tel, 
il en résulte que l'on a quelque peine à bien voir les corps représentés tels qu'ils 
sont dans l'espace. La perspective cavalière est préférable sous ce rapport. Si l'on 
conservait aux lignes fuyantes leur grandeur, les droites dirigées dans les trois 
directions principales pourraient être mesurées à la même échelle, comme dans la 
perspective isométrique, mais une certaine réduction augmente l'effet pittoresque 
sans nuire beaucoup à la facilité des opérations. 

Quand on dessine des cristaux ou d'autres corps qui n'ont pas de position déter- 
minée dans l'espace, et que l'on étudie pour leurs formes géométriques, il con- 
vient de choisir une projection orthogonale, et la perspective monodimélrique «luit 
quelquefois être préférée, parce qu'on peut la disposer de manière a éviter des 
superpositions et des coincidence*s qui se produisent dans la perspective isométri- 
que, lorsque les corps présentent une certaine symétrie. 

La perspective cavalière est très-convenable pour les figures qui servent à l'ex- 
plication des théorèmes de la Géométrie de l'espace. Nos figures 5, (i, 7, 1 1 et toute-s 
autres du même genre sont des perspectives cavalières. Nous les avions d'abord éta- 
blies, en réduisant les lignes fuyantes dans le rapport uniforme de 2 à 1 , mais 
certains angles droits devenaient très-obtus, ce qui pouvait embarrasser des lecteurs 
non encore habitués à ce genre de représentation. En conséquence, nous avons 
adopté, dans chaque cas, un rapport de réduction tel, que la figure prit un aspect 
qui nous parut satisfaisant. 

Dans les perspectives rapides, les parallèles sont représentées par des parallèles, 
et la projection d'une figure a la même grandeur quel que soit son éloignement. On 
ne trouve donc pas dans ces modes de dessin la dégradation qui, dans la perspective 
régulière, l'ait apprécier la position relative des objets. Il en résulte quelquefois 
une incertitude que l'on fait disparaître par l'examen des parties vues et des 
parties cachées. Ainsi, si l'on ne remarquait pas la ponctuation des figures 16* 
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l't i6i, on pourrait croire qu'elles représentent un cylindre en relief surmonté d'un 
(|uarl de sphère également en relief; mais il suffit d'un moment d'attention pour 
reconnaître que dans ce cas la droite ggf serait un trait plein, et la ligne pa en 
points ronds. Quand une vue est ombrée, il ne peut y avoir de doute. 

Nous traiterons dans le Livre V la question de la détermination des ombres sur 
Ifs perspectives rapides. Nous verrons alors que l'on peut, dans ces modes de repré- 
sentation, résoudre beaucoup de problèmes graphiques. 



FIN DE LA PREMIERE PARTIE. 
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